§ 4. Lahtised hulgad eri meetrikates

Eespool (vt §1) nägime, et ühel ja samal hulgal X võivad olla antud erinevad meetrikad. Osu-tub, et nende meetrikate järgi määratud lahtised hulgad võivad siiski olla samad. Seetõttu lah-tised hulgad on midagi üldisemat kui meetrika.

   Olgu (X, d) meetriline ruum. Kui me tahame rõhutada, et ( koosneb just meetrika d järgi määratud lahtistest hulkadest, siis kirjutame ( asemele (d. Samal moel täpsustame ka lahtise kera tähistust, kirjutades Sd(x, ().

Teoreem 4.1. Olgu hulgal X antud kaks meetrikat d ja d*. Kui suvalise punkti x ( X korral iga kera Sd(x, () sisaldab teatava kera Sd*(x, (*) sama keskpunktiga x, siis (d ( (d*, st iga d suhtes lahtine hulk on ka d* suhtes lahtine.

Tõestus. Võtame vabalt G ( (d. Siis iga x ( G korral leidub ümbrus Sd(x, () ( G. Teoreemi eelduse kohaselt aga leidub ümbrus Sd*(x, (*) ( Sd(x, () ja seega hulga G iga punkt on tema sisepunkt ka meetrika d* suhtes. Järelikult G ( (d*. Et suvaline hulk G ( (d kuulub ka lahtiste hulkade süsteemi (d*, siis (d ( (d*.  (
Järeldus. Kui iga Sd(x, () sisaldab teatava Sd*(x, (*) ja iga Sd*(x, (*) sisaldab teatava Sd(x, (), siis (d = (d*.

Näide 4.1. Vaatleme tasandil meetrikaid
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(vt §1 ja §2 näited 1, 2). Iga kera (ümargune ring) Sd(A, () sisaldab teatava Sd*(A, (*) ja iga Sd*(A, (*) sisaldab teatava Sd(A, () (joon. 4.1). Seepärast (d = (d*, st linnageomeetria meetrika korral tekivad samad lahtised hulgad, mis eukleidilide meetrika puhul.








Joonis 4.1

Näide 4.2. Vaatleme tasandil eukleidilist meetrikat
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ja meetrikat

d*(A, B) = |x1 – x2| + D(y1; y2).

(§2, näide 2.4). Siis iga kera Sd(x, () sisaldab teatava Sd*(x, (*) (joon. ), st  (d ( (d*, kuid lahtine kera Sd*(x, (*) ( (d*, mistõttu (d ( (d*. Seega meetrika d* puhul on lahtiste hulkade süsteem (d* laiem eukleidilise meetrika lahtiste hulkade süsteemist (d.

Ülesanne 4.1. Vaatleme tasandil kahte meetrikat

d(A, B) = |x1 – x2| + D(y1; y2)  ja  d*(A, B) = D(x1; x2) + |y1 – y2|.

Tehke lahtiste kerade Sd(x, () ja Sd*(x, (*) joonised ning veenduge, et  (d ( (d* ja (d ( (d*. Seega antud juhul on lahtiste hulkade süsteemid (d ( (d* väga erinevad.

§ 5. Kinnised hulgad meetrilises ruumis

Olgu (X, d) meetriline ruum ja ( selle ruumi kõigi lahtiste hulkade süsteem.

Definitsioon 5.1. Hulka F meetrilises ruumis (X, d) nimetatakse kinniseks hulgaks, kui tema täiendhulk CF = 
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 = X \ F on lahtine, st 
 EMBED Equation.3  
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Näide 5.1. Eukleidilisel sirgel R1 on iga lõik [a; b] kinnine hulk, sest ta on lahtise hulga G = (–(; a) ( (b; () täiendhulk. Samuti on kinnised ka kiired (–(; a] ja [b; () (miks?).

Näide 5.2. Hulgas X diskreetse meetrikaga D on iga hulk A kinnine. Tõepoolest, ruumis (X, D) on iga hulk lahtine (§ 3, näide 3.2) ja seega täiendhulk 
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 on alati lahtine.

Ülesanne 5.1. Näidake, et eukleidilisel tasandil R2 kinnine ring K(A, r) = {B | d(A, B) ( r} on kinnine hulk ja iga ristkülik koos tippude ja külgedega on samuti koinnine hulk.

   Tähistame meerilise ruumi (X, d) kõigi kinniste hulkade süsteemi sümboliga (( .

Teoreem 5.1. Meetrilise ruumi (X, d) kõigi kinniste hulkade süsteemil(( on järgmised oma-dused:

K1(  ( ((( , X (((  (tühi hulk ( ja kogu ruum X on kinnised);

K2(  Mistahes hulga kinniste hulkade ühisosa on kinnine hulk, st hulkade F( ((( puhul, kus indeks ( omandab väärtusi mingist hulgast ( (lõplikust või lõpmatust), alati kehtib seos 
 EMBED Equation.3  
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K3(  Lõpliku arvu kinniste hulkade F1, F2, … , Fk ühend 
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kui F1, F2, … , Fk (((, siis ka 
 EMBED Equation.3  
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Tõestus. Omadus K1( järeldub sellest, et hulkade ( ja X täiendhulgad on vastavalt X ja ( ning viimased hulgad on lahtised (§ 3, teoreem 3.1).

Omaduste K2( ja K3( tõestused põhinevad De Morgani valemitel. Näiteks omaduse K3( puhul tähistame F =
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, kusjuures kõik hulgad 
[image: image14.wmf]i

F

 on lahtised. Omaduse L3( põhjal (§ 3, teoreem 3.1) on ka hulk 
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 lahtine. (
§ 6. Pidevad kujutused meetrilistes ruumides

Teatavasti nimetatakse reaalmuutuja funktsiooni f : X ( R ( R pidevaks kohal a ( X, kui kehtib võrdus  
 EMBED Equation.3  
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 Samaväärselt võib defineerida pidevust ka ümbruste termi-nites: funktsiooni f nimetatakse pidevaks kohal a, kui f(a) iga ümbruse U korral leidub a selline ümbrus u, nii et f(u) ( U, st x ( u ( f(x) ( U. Analoogiline on pidevuse definitsioon mitme muutuja funktsiooni korral. Just viimast definitsiooni on meil mugav üldistada meetrilis-te ruumide juhule.

   Olgu antud kaks meetrilist ruumi (X, d) ja (Y, d*) ning kujutus f : X ( Y.

Definitsioon 6.1. Kujutust f : X ( Y meetrilisest ruumist X meetrilisse ruumi Y nimetatakse pidevaks punktis a ( X, kui f(a) iga ümbruse U korral leidub a selline ümbrus u, nii et f(u) ( U, st x ( u ( f(x) ( U.

Definitsioon 6.2. Kujutust f : X ( Y meetrilisest ruumist X meetrilisse ruumi Y nimetatakse pidevaks ruumis X (või selle osahulgal A), kui ta on pidev ruumi X (hulga A) igas punktis.

Teoreem 6.1. Kujutuse f : X ( Y korral järgmised kolm tingimust on omavahel ekvivalentsed:


(1) f on pidev ruumis X;


(2) iga lahtise hulga G ( Y originaal f –1(G) on lahtine hulk ruumis X;


(3) iga kinnise hulga H ( Y originaal f –1(H) on kinnine hulk ruumis X.

Tõestus. Piisab näidata, et (1) ( (2) ( (3) ( (1).

(1) ( (2). Eeldame, et G ( (d* ja näitame, et f –1(G) ( (d. Selleks võtame vabalt punkti x ( f –1(G), siis f(x) ( G ning hulga G lahtisuse tõttu leidub selline punkti f(x) ümbrus U, et U ( G. Definitsiooni 6.1 kohaselt leidub punkti x ümbrus u, nii et f(u) ( U. See aga tähendab, et f(z) ( U ( G iga z ( u korral. Järelikult ümbruse u kõik punktid teisenevad hulga G punktideks, st u ( f–1(G). Seepärast hulga f–1(G) kõik punktid on tema sisepunktid ehk

 f –1(G) ( (d.

(2) ( (3). Oletame, et hulk H ( Y on kinnine ruumis Y. Vaatleme hulga f –1(H) täiendhulka:
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 on lahtine, siis (2) põhjal on lahtine ka hulk 
[image: image19.wmf])
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, mis ütlebki, et hulk f –1(H) on kinnine.

(3) ( (1). Võtame vabalt x ( X ja olgu U punkti f(x) suvaline ümbrus (st mingi lahtine kera S((f(x), ()). Lahtise hulga U täiendhulk 
 EMBED Equation.3  
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 on kinnine ning (3) põhjal on kinnine ka hulk 
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, siis x kuulub viimase hulga täiendhulka E = 
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= f –1(U), mis on lahtine. Seepärast leidub selline x ümbrus u, nii et u ( E. Et E = f –1(U), siis f(u) ( U, mis näitabki, et kujutus f on pidev suvaliselt valitud punktis x ( X.  (
   Eespool me juba nägime, et ühel ja samal hulgal X võib anda erinevaid meetrikaid, näiteks d ja d*, kusjuures tekkivad ka vastavad lahtiste hulkade süsteemid (d  ja (d*. Sel juhul võib esi-neda kaks võimalust: 1) (d ( (d*; 2)  (d = (d*. Esimesel juhul on meetrilised ruumid (X, d) ja (X, d*) oluliselt erinevad, teisel juhul aga on neil palju ühist. Näiteks teoreemi põhjal kui me vaatleme ruumide (X, d) ja (X, d*) kujutusi f : X ( Y mingisse meetrilisse ruumi (Y, d (), siis kujutus f on pidev ühteaegu nii ruumis (X, d) kui ka ruumis (X, d*). Et pidevad kujutused (erijuhul funktsioonid f : X ( R) on matemaatilises analüüsis üheks põhiliseks uurimis-objektiks, siis viimane arutlus viib meid mõttele üldistada meetrilise ruumi mõistet, vaadeldes selliseid hulki, milles lahtiste osahulkade süsteem on juba ette antud (mitte ainult meetrika abil). Ometi on matemaatikas ka selliseid probleeme, kus selliseid mõisteid nagu lahtisus, pidevus jne ei saagi meetrika abil defineerida.
   A
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