§ 14. Topoloogia baas. Punkti lahtiste ümbruste baas
1. Et määrata topoloogia hulgal X, tuleb anda ette kõigi lahtiste hulkade süsteemi (, mis on reeglina lõpmatu. Topoloogiat ( on mugavam määrata, andes ette mitte kõik lahtised hulgad, aga ainult mõned, mille kirjeldus on lihtsam, ja mille abil saab määrata kõik ülejäänud lahtised hulgad. Näiteks meetrilises ruumis iga lahtine hulk avaldub lahtiste kerade ühendina. Tõepoo-lest, kui G on lahtine hulk meetrilises ruumis, siis x ( G ( ( (x > 0, x ( S(x, (x) ( G ja seepärast
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Definitsioon 14.1. Hulkade süsteemi ( topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse selle ruumi baasiks (ehk topoloogia ( baasiks), kui ( ( ( ja iga lahtine hulk G ( ( avaldub süsteemi ( kuuluvate hulkade ühendina, st leiduvad lahtised hulgad E( ( ( (( ( () nii et
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Triviaalseks topoloogia ( baasiks on ( = (. Ülalöeldust järeldub, et meetrilises ruumis topo-loogia baasi moodustavad kõik lahtised kerad S(x, r).

2. Meetrilises ruumis defineeritakse lahtisi hulki kui selliseid, mis sisaldavad oma punkte koos teatavate ümbrustedga. Seejuures kasutatakse ainult spetsiifilist liiki ümbrusi – lahtisi kerasid. Osutub et ka üldjuhul saab topoloogia defineerida ümbruste abil, kasutades seejuures vaid ümb-ruste teatud osaklassi.

   Olgu (X, () topoloogiline ruum Tähistame sümboliga Lx punkti x ( X kõigi lahtiste ümb-ruste süsteemi.

Definitsioon 14.2. Hulkade süsteemi Bx nimetatakse punkti x lahtiste ümbruste baasiks, kui on täidetud järgmised tingimused:


1) Bx ( Lx  (st ka süsteem Bx koosneb punkti x mõnedest lahtistest ümbrustest);


2) iga U ( Lx korral leidub selline V ( Bx, et V ( U  (st punkti x iga ümbrus peab sisaldama mõnda ümbrust, mis kuulub ümbruste baasi).

Näide 14.1. Triviaalseks ümbruste baasiks on Bx = Lx.

Näide 14.2. Meetrilises ruumis  (X, d) punkti x topoloogiline ümbrus on suvaline lahtine hulk U, mis sisaldab punkti x. Meetrilise ruumi lahtise hulga mõiste kohaselt peab leiduma lahtine kera V = S(x, () nii et V ( U. Järelikult meetrilises ruumis punkti x lahtiste ümbruste baasi moodustavad kõik kerad S(x, (), kus ( > 0. Veelgi enam, ümbruste baasi moodustavad ka kõik kerad 
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, n = 1, 2, …, sest iga ( > 0 jaoks leidub selline naturaalarv n, et 
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( S(x, (). Seepärast meetrilises ruumis igal punktil on olemas (ülimalt) loenduv lahtiste ümbruste baas.

Teoreem 14.1. Eeldame, et topoloogilise ruumi (X, () iga punkti x jaoks on fikseeritud mingi lahtiste ümbruste baas Bx. Siis kehtivad järgmised laused:


B1(  iga x ( X korral Bx ( ( ning kui V ( Bx, siis x ( V;


B2(  kui U1, U2 ( Bx, siis leidub niisugune U ( Bx, et U ( U1 ( U2;


B3(  kui U ( Bx ja y ( U, siis leidub niisugune V ( By, et V ( U.

Tõestus. B1(. Iga x ( X korral kogu ruum X ( Lx, seepärast peab leiduma V ( Bx nii et V ( X. Järelikult Bx ( (. Seos x ( V järeldub ümbruse definitsioonist.

B2(. Kui U1, U2 ( Bx, siis x ( U1 ( U2 ning U1 ( U2 on lahtine hulk, mis sisaldab punkti x. Seega U1 ( U2 ( Lx ja ümbruste baasi definitsiooni kohaselt on olemas selline U ( Bx, et U ( U1 ( U2.

B3(. Kui U ( Bx ja y ( U, siis U on lahtine hulk, mis sisaldab punkti y, st U ( Ly. Ümb-ruste baasi definitsiooni kohaselt leidub selline V ( By, et V ( U. (
   Järgmises paragrahvis näeme, et omadused B1( – B3( on teatavas mõttes karakteristlikud, määrates topoloogiat üheselt.

§ 15. Topoloogia määramine punkti lahtiste ümbruste baaside abil

Teoreem 15.1. Eeldame, et mittetühja hulga X iga punkti x jaoks on fikseeritud hulga X mingi osahulkade süsteem Bx nii, et kehtivad järgmised omadused:


B1(  iga x ( X korral Bx ( ( ning kui U ( Bx, siis x ( U;


B2(  kui U1, U2 ( Bx, siis leidub niisugune U ( Bx, et U ( U1 ( U2;


B3(  kui U ( Bx ja y ( U, siis leidub niisugune V ( By, et V ( U.

Siis hulgas X on olemas parajasti üks topoloogia (, mille suhtes Bx on vastava punkti x lah-tiste ümbruste baas. Seejuures topoloogiat ( moodustavad kõik hulga X osahulgad G, mis rahuldavad tingimust


x ( G  (  ( U ( Bx | U ( G.


(15.1)

    Paneme tähele, et tingimus (15.1) sisuliselt tähendab seda, et hulk G on lahtine, kui ta sisaldab iga oma punkti x koos teatava ümbrusega U ( Bx. See aga kohe meenutab meile meetrilise ruumi lahtiste hulkade defineerimist lahtiste kerade abil. Seepärast antud teoreemi tõestus on üldjoontes sama, mis teoreemi 3.1 oma.

Tõestus. Olgu ( kõigi tingimust (15.1) rahuldavate hulkade süsteem. Näitame, et ( on topoloogia hulgal X, st kontrollime topoloogia aksioome T1(–T3(.

   T1(. Hulk X rahuldab tingimust (15.1), sest iga x ( X korral tingimuse B1(põhjal leidub selline U ( Bx, et x ( U ( X. Tühi hulk ( ( ( kuna tal pole ühtegi punkti ning tingimus (15.1) ei saa olla rikutud üheski punktis.

   T2(. Oletame, et G( ( (, kus indeks ( omandab väärtusi mingist hulgast ( (lõplikust või lõpmatust) ja näitame, et hulk G =
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 ja ammugi x ( U ( G. Seega hulk G rahul-dab tingimust (15.1), st G ( (.

   T3(. Eeldame, et G1, G2 ( (, ja näitame, et G1 ( G2 ( (. Tingimuse (15.1) tõttu leiduvad sellised U1, U2 ( Bx, et U1 ( G1 ja U2 ( G2. Tingimuse B2( põhjal leidub U ( Bx nii et U ( U1 ( U2. Et U1 ( U2 ( G1 ( G2, siis saamegi, et hulk G1 ( G2 rahuldab tingimust (15.1). Lõpliku arvu hulkade G1, G2, … , Gk ( ( korral seose 
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( ( tõestatamiseks tuleb rakendada matemaatilist induktsiooni.

   Tingimused B1( ja (1) näitavad, et iga punkti x korral kõik hulgad U ( Bx on lahtised. Kui W ( Lx, siis x ( W ja W ( ( ning tingimuse (15.1) tõttu saame, et leidub niisugune U ( Bx, et U ( W. Seepärast süsteem Bx on punkti x lahtiste ümbruste baas.

   Lõpuks näitame, et ( on ainus topoloogia, mille suhtes Bx on vastava punkti x lahtiste ümbruste baas. Tõe-poolest, kui (* on suvaline topoloogia, mis rahuldab viimast nõuet, ja G ( (, siis tingimus (15.1) näitab, et hulga G iga punkt on tema sisepunkt ka topoloogia (* suhtes, mistõttu G = 
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 topoloogias (* ehk G ( (* ja seega ( ( (*. Vastupidi, kui G ( (*, siis iga x ( G korral G ( Lx ja seepärast leidub niisugune U ( Bx, et U ( G. Seega G = 
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 ka topoloogias (, millest saame analoogiliselt, et (* ( (. Niisiis, (* = (.  (
   Teoreemid 14.1 ja 15.1 näitavad, et tingimusi B1(–B3( võib võtta topoloogilise ruumi defi-nitsiooniks: see on niisugune hulk X, mille igale punktile x on vastavusse seatud tingimusi B1(–B3( rahuldav osahulkade süsteem Bx – punkti x lahtiste ümbruste baas. Tekkinud topo-loogias on lahtisteks parajasti need hulgad, mille iga punkt on sisepunkt, st sisaldub selles hulgas koos mingi ümbrusega vaadeldavast baasist.

§ 16 Topoloogiate võrdlemine

Olgu hulgal X antud kaks topoloogiat (1 ja (2. Kui (1 ( (2 ja (1 ( (2, siis öeldakse, et topoloogia (1 on nõrgem kui (2 (ja (2 on tugevam kui (2). Kui seoses (1 ( (2 ei ole välistatud ka võrdus (1 = (2, siis öeldakse, et topoloogia (1 ei ole tugevam kui (2.

Igal hulgal X ( ( on alati olemas kõige nõrgem topoloogia (0 = {X; (}, so antidiskreetne topoloogia (näide 7.3), ja kõige tugevam – diskreetne topoloogia (D = P(X) (näide 7.2), nii et iga topoloogia ( korral kehtivad seosed


(0 ( ( ( (D.

Üldjuhul aga kaks topoloogiat (1 ja (2 ühel ja samal hulgal X ei tarvitse olla võrreldavad.

Näide 16.1. Olgu X = {a; b} kaheelemendiline hulk. Siis topoloogiad (1 = {X; (; {a}} ja (2 = {X; (; {b}} ei ole võrreldavad.

Näide 16.2. Vaatleme arvsirgel R eukleidilist topoloogiat (näide 1.1) (e. Selles topoloogias punkti x lahtiste ümbruste baasi moodustavad vahemikud (x – (; x + (). Teise topoloogiana vaatleme nn “parempoolset topoloogiat (p (näide 7.5), milles punkti x lahtiste ümbruste baasi moodustavad poollõigud [x; x + (). Siis (e ( (p. Tõepoolest, kui G on lahtine hulk eukleidilises ruumis R1 = (R, (e), siis iga punkt a ( G kuulub hulka G koos teatava ümbrusega (a – (; a + (). Kuid siis ammugi [a; a + () ( G, mis ütleb, et G iga punkt on tema sisepunkt ka parempoolses topoloogias. Kuna aga poollõik [a; a + () on lahtine hulk topoloogias (p, aga topoloogias (e ta lahtine ei ole, siis (e ( (p. Niisiis parempoolne topoloogia on tugevam, kui eukleidiline topoloogia.
Järgmine teoreem lubab võrrelda topoloogiaid.

Teoreem 16.1. Olgu hulgal X antud kaks topoloogiat (1 ja (2 ning iga punkti x ( X jaoks on fikseeritud tema lahtiste ümbruste baasid Bx1 ja Bx2 vastavalt topoloogiates (1 ja (2. Siis (1 ( (2 parajasti siis, kui iga punkti x ja iga ümbruse U ( Bx1 jaoks leidub selline ümbrus V ( Bx2, et V ( U.

Tõestus. 1. Tõestame  tarvilikkuse. Oletame, et (1 ( (2, x ( X ja U ( Bx1. Kuna U ( (1, siis U on punkti x lahtine ümbrus ka laiemas topoloogias (2. Ümbruste baasi definitsiooni põhjal leidub selline ümbrus V ( Bx2, et V ( U.

2. Tõestame  piisavuse. Kui G ( (1, siis iga x ( G jaoks hulk G on punkti x lahtine ümbrus. Ümbruste baasi definitsiooni põhjal leidub selline ümbrus U ( Bx1, et U ( G. Eelduse kohaselt aga leidub selline ümbrus V ( Bx2, et V ( U. Seega iga punkt x ( G osutub selle hulga sisepunktiks ka topoloogias (2. Toodud arutlus näitab, et (1 ( (2.  (
Järeldus. Olgu hulgal X antud kaks topoloogiat (1 ja (2 ning iga punkti x ( X jaoks on fikseeritud tema lahtiste ümbruste baasid Bx1 ja Bx2 vastavalt topoloogiates (1 ja (2. Siis (1 ( (2 parajasti siis, kui on täidetud kaks tingimust:

1) iga punkti x ja iga ümbruse U ( Bx1 jaoks leidub selline ümbrus V ( Bx2, et V ( U;

2) iga punkti x ja iga ümbruse U ( Bx2 jaoks leidub selline ümbrus V ( Bx1, et V ( U.

Märgime, et teoreemi 16.1 ja selle järeldusega seotud arutlusi me oleme sisuliselt kasutanud juba lahtiste hulkade võrdlemisel eri meerikate korral (vt § 4, teoreem 4.1, selle järeldus ning järgnevad näited).

Ülesanded

Punktide ümbruste baaside abil saab väga näitlikult määrata mitmesuguseid topoloogiaid nn aritmeetilisel tasandil – hulgal X = R ( R, mis koosneb kõikidest järjestatud arvupaaridest (“punktidest”) P = (x; y), kus x, y ( R. Sellel hulgal vaadeldakse tavalisi tehteid vektoritega

(a; b) + (c; d) = (a + c; b + d)

ja
((a; b) = ((a; (b),

mille suhtes tekkib vektorruum nullelemendiga O(0; 0), kuid eukleidilise meetrika (ja vastava topoloogia) asemel võib vaadelda ka teisi meetrikaid ja/või topoloogiaid (vt ka §1). Tutvume ühe meetodiga, mis lubab määrata erinevaid topoloogiaid tasandil. Selleks valime vabalt mõne punkti P ja mingi hulga U, mis sisaldab punkti P, kujutades need joonisel. Hulka U nimetame punkti P oletatavate ümbruste “etalongiks”. Nüüd loeme, et süsteem BP koosneb kõikidest hulkadest, mis saadakse hulgast U homoteetiateisenduse abil punkti P suhtes. Suvalise punkti Q jaoks moodustame süsteemi BQ, rakendades süsteemi BP hulkadele rööplüket vektori 
[image: image14.wmf]PQ

 abil. Kui niiviisi moodustatud süsteemid BQ rahuldavad teoreemi 16.1 tingimusi, siis tasandil tekib teatud topoloogia. Mugavuse mõttes sõnastame teoreemi 16.1 ümber vaadeldava juhu jaoks.

Teoreem. Eeldame, et aritmeetilise tasandi X = R ( R iga punkti P jaoks on fikseeritud tasandi mingi osahulkade süsteem BP nii, et kehtivad järgmised omadused:


B1(  iga P ( X korral BP ( ( ning kui U ( BP, siis P ( U;


B2(  kui U1, U2 ( BP, siis leidub niisugune U ( BP, et U ( U1 ( U2;


B3(  kui U ( BP ja Q ( U, siis leidub niisugune V ( BQ, et V ( U.

Siis tasandil on olemas parajasti üks topoloogia (, mille suhtes BP on vastava punkti P lahtiste ümbruste baas. Seejuures topoloogiat ( moodustavad kõik tasandi osahulgad G, mis rahuldavad tingimust


P ( G  (  ( U ( BP | U ( G.


(Ü.1)

Ülesanne 1. Selgitada, missugustel joonisel antud kujundid moodustavad punkti P lahtiste ümbruste baasi teatud topoloogias.
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b)



c)
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d)



e)



f)

Ülesanne 2. Jaatavate vastuse korral leida alloleval joonisel antud hulga H sisemus, sulund ja

raja tekkinud topoloogiates.
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Ülesanne 3. Võrrelda ülesandes 1 saadud topoloogiad tasandi eukleidilise topoloogiaga.
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