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§ 0. Hulgad ja kujutused
Käesolevas paragrahvis on toodud mõned vajalikud mõisted ja seosed hulkade ja kujutuste kohta.

Hulgateooria sümbolid
x ( A –– x on hulga A element, x kuulub hulka A.  x ( A –– x ei kuulu hulka A.
A ( B –– hulk A on hulga B osahulk (alamhulk), mis ei välista ka juhtumit A = B.

A ( B = {x | (x ( A) ( (x ( B} –– hulkade A ja B ühend.

A ( B = {x | (x ( A) ( (x ( B} –– hulkade A ja B ühisosa.

A \ B = {x | (x ( A) ( (x ( B} –– hulkade A ja B vahe.

Fikseeritud hulga (universaalhulga) X korral:   
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= CA = AC = X \ A –– hulga A täiend.

Tehted ( ja ( on laiendatavad ka suvalise hulga hulkade juhule.

A1 ( A2 ( … ( An = 
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A1 ( A2 ( … ( An ( … = 
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= {x | x ( Ai  mõne  i = 1, 2, 3, … korral}.

Üldisemalt, kui on antud mingi hulkade süsteem {A(}, kus indeks ( saab väärtusi mõnest lõplikust või lõpmatust hulgast (, siis võime analoogiliselt defineerida ka nende hulkade ühendi
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või lihtsamalt,  
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 (kui indeksite hulk on kontekstist selge)

ja ühisosa

Hulkade algebra (vt ka Monakov-Rogozkin, A., Normak, P., Levin, A. Hulgateooria ja loogika elemente. Tallinn: TPedI, 1986. (§3).

A ( B  = B ( A,
A ( B = B ( A
– kommutatiivsus

 (A ( B) ( C = A ( (B ( C),   (A ( B) ( C = A ( (B ( C) – assotsiatiivsus

 A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C),   A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)  – distributiivsus

A ( (B \ C) = (A ( B) \ (A ( C)
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– De Morgani valemid

A ( B =
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De Morgani valemid kehtivad ka üldisemate ühendite ja ühisosade korral:
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Kujutused (vt ka Monakov-Rogozkin, A., Normak, P., Levin, A. Hulgateooria ja loogika elemente. Tallinn: TPedI, 1986. (§7).

Kui hulga X igale elemendile x on vastavusse seatud üks ja ainult üks hulga Y element y, siis öeldakse, et on antud kujutus  f : X ( Y, mis kujutab hulga X hulka Y; kirjutatakse ka x ↦ f(x); elementi y = f(x) nimetatakse elemendi x kujutiseks.

Olgu antud kujutus  f : X ( Y  ning hulgad  A ( X  ja  B ( Y. Hulga  A  kujutiseks  f(A) nime-tatakse hulka


f(A) = {f(x) | x ( A}.

Hulga kujutise korral kehtivad järgmised seosed:


kui E ( D, siis  f(E) ( f(D),


f(E1 ( E2) = f(E1) ( f(E2),
f(E1 ( E2) ( f(E1) ( f(E2),
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Hulga  B ( Y  originaaliks   f –1(B)  nimetatakse hulka


f –1(B) = { x | f(x) ( B}.

Kehtib seos   A ( f –1(f(A)).
Hulga originaali võtmine kommuteerub hulgateoreetiliste tehetega:
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Kujutuste liigid 

Kui iga y ( f(X) korral f –1(y) = {x}, st on üheelemendiline hulk, siis kujutust f nimetatakse injektiivseks e üksüheseks kujutuseks. Injektiivset kujutust võib defineerida ka nii, et erine-vatele argumendi väärtustele x1 ( x2 alati vastavad erinevad väärtused f(x1) ( f(x2). Injektiivse kujutuse f : X ( Y korral eksisteerib ka pöördkujutus  f –1 : f(X) ( X.

Kui f(X) = Y, siis kujutust f nimetatakse sürjektiivseks ehk pealekujutuseks.

Kujutust f : X ( Y, mis on nii injektiivne kui ka sürjektiivne, nimetatakse bijektiivseks ehk üksühesekes vastavuseks hulkade X ja Y elementide vahel.

Lõplikud ja lõpmatud hulgad

Lõplik hulk A on esitatav kujul A = {a1; a2; …; an}, st tema elemendid on üksüheses vastavu-ses hulgaga {1; 2; …; n}. Ka tühja hulka ( loetakse lõplikuks.

Hulka, mis pole lõplik, nimetatakse lõpmatuks. Lihtamateks lõpmatuteks hulkadeks on loenduvad hulgad. Hulka A nimetatakse loenduvaks, kui eksisteerib bijektiivne kujutus ( : N1 ( A, kus N1 = {1; 2; 3; …} on positiivsete naturaalarvude hulk. Loenduv hulk esitub jadana


A = {a1; a2; …; an, …}.

Ratsionaalarvude hulk Q on loenduv.

On olemas ka mitteloenduvad lõpmatud hulgad, näiteks lõigu [a; b] punktide hulk (kus a < b) ja kõigi reaararvude hulk R.

I. MEETRILISED RUUMID

§ 1. Meetrilise ruumi mõiste ja lihtsamad näited
Kahe punkti A(x1; y1) ja B(x2; y2) vaheline kaugus xy-tasandil ehk eukleidilises ruumis R2 defineeritakse valemiga
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(1.1)

Kolmemõõtmelises ruumis R3 punktide A(x1; y; z1) ja B(x2; y2; z3) vaheline kaugus definee-ritakse valemiga
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(1.2)

ja üldisemalt, n-mõõtmelises ruumis Rn defineeritakse kaugus punktide A(x1; x2; …; xn) ja B(y1; y2; …; yn) vahel valemiga
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(1.3)

Märkus. Selle erijuhtumiks on ka kaugus arvsirgel ehk eukleidilises ruumis R1:


d(x, y) = |x – y| = 
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(1.4)

   Vahel on aga otstarbekas kaugust defineerida teisiti. Näiteks täisnurkse planeeringuga linnas (vt. joon. 1.1) peab jajakäija punktist A punkti B jõudmiseks minema mööda murdjoont ACB. Seega kaugus “linnageomeetrias” on määratud valemiga
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(1.5)

   Vajadus defineerida kaugust tekib ka paljudes teistes matemaatika ülesannetes. Joonisel 1.2 on funktsiooni y = g(x) graafik lähedasem funktsiooni y = f(x) graafikule kui funktsiooni y = h(x) oma. Ent kuidas mõõta kaugust kahe funktsiooni vahel? 

   Üldistades vaadeldud situatsioone, vaatleme suvalist hulka X, mille elemente tähistame sümbolitega x, y, z, … ja nimetame ka punktideks.

Definitsioon 1.1. Hulka X nimetatakse meetriliseks ruumiks, kui selle hulga elementide igale järjestatud paarile x, y on vastavusse seatud kindel reaalarv d(x, y), nii et kehtivad järgmised tingimused:


M1( d(x, y) = 0  (  x = y  (identsuse aksioom);


M2(  d(x, y) = d(y, x)  (sümmeetria aksioom);


M3(  d(x, y) ( d(x, z) + d(z, y)  (kolmnurga aksioom);

arvu d(x, y) nimetatakse elementide x ja y vaheliseks kauguseks.

   Kui hulgas on määratud kaugus, siis öeldakse ka, et selles hulgas on määratud meetrika (“kahe muutuja funktsioon” d). Tingimusi M1(–M3( nimetatakse meetrilise ruumi aksioo-mideks ehk Fréchet’ aksioomideks.

   Seega mistahes elementidega hulk X osutub meetriliseks ruumiks, niipea kui selles hulgas on määratud kaugus (või meetrika d). Eespool öeldust selgub, et ühel ja samal hulgal saab meetrikat defineerida mitmel viisil (näiteks xy-tasandil kas valemiga (1.1) või valemiga (1.5)). Seepärast meetrilist ruumi määravad kaks objekti – hulk X ja konkreetne meetrika d, mistõttu meetrilist ruumi sageli tähistatakse paarina (X, d).

   Aksioomidest M1(–M3( kergesti tuleneb ka kauguse mittenegatiivsuse omadus:


d(x, y) ( 0  iga x, y ( X korral.

Tõepoolest,  0 = d(x, x) ( d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y). (


           f
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a
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Joonis 1.2

Näide 1.1. Eukleidiline ruum Rn (sh arvsirge R1, tasand R2 ja kolmemõõtmeline ruum R3) on meetrilised ruumid, sest valemiga (1.3) (vastavalt valemitega (1.4), (1.1) ja (1.2)) määratud kaugus rahuldab Fréchet’ aksioome (vt [ ]).

Näide 1.2. Tasand, millel on määratud “linnageomeetria kaugus (5) on meetriline ruum. Selleks kontrollime aksioomide M1(–M3( täitmist, mis antud juhul võtavad kuju:

M1( d(A, B) = 0 parajasti siis, kui A = B;


M2( d(A, B) = d(B, A);


M3(  d(A, B) ( d(A, C) + d(C, B).

Omadus M1( järeldub sellest, et kahe mittenegatiivse suuruse |x1 – x2| ja |y1 – y2| summa on 0 parajasti siis, kui x1 = x2 ja y1 = y2, st kui A = B. Omaduse M2( kehtivus on ilmne. Jääb tõestada omadust M3(. Koos punktidega A ja B vaatleme veel kolmandat punkti C(x3; y3). Saame


d(A, B) = |x1 – x2| + |y1 – y2| = |(x1 – x3) + (x3 – x2)| + |(y1 – y3) + (y3 – y2)| (

( |x1 – x3| + |x3 – x2| + |y1 – y3| + |y3 – y2| = |x1 – x3| +|y1 – y3| + |x3 – x2| + |y3 – y2| =


= d(A, C) + d(C, B). (
Näide 1.3. Tasandil saab punktide A(x1; y1) ja B(x2; y2) vahelise kauguse defineerida ka valemiga


d(A, B) = max {|x1 – x2|; |y1 – y2|},


(1.6)

kus sümbol max {x; y} tähistab arvudest x ja y suurimat. Saab tõestada, et on täidetud aksioomid M1(–M3(.

Näide 1.4. Olgu X suvaline mittetühi hulk. Siis valem
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(1.7)

määrab hulgal X kauguse. Meetrikat D nimetatakse diskreetseks meetrikaks.

Ülesanne 1.1. Näidake, et valemiga (1.6) defineeritud kaugus rahuldab aksioome M1(–M3(.

Ülesanne 1.2. Näidake, et valem


d(A, B) = |x1 – x2| + D(y1; y2),



(1.8)

kus kaugus D(y1; y2) on defineeritud nii nagu näites 1.3, määrab tasandil kauguse.

Näide 1.5. Olgu X kõigi lõigul [a; b] määratud pidevate funktsioonide f: [a; b] ( R hulk. Defineerime funktsioonide f, g ( X vahelise kauguse järgmiselt:


d(f, g) = 
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(1.9)

Paneme tähele, et suurus võrduse paremal poolel eksisteerib Weierstrassi II teoreemi põhjal – see on pideva funktsiooni y = |f(x) – g(x)| suurim väärtus lõigul [a; b]. Funktsionaal-analüüsi kursuses tõestatakse, et valemiga (1.9) määratud kaugus rahuldab aksioome M1(–M3(. Tekkinud meetrilisel ruumil (X, d) on matemaatikas ka spetsiaalne tähistus C[a; b]. See ruum on üheks tähtsaks uurimisobjektiks kaasaegses matemaatikas.

§ 2. Lahtised kerad eri meetrikates
   Olgu (X, d) meetriline ruum.

Definitsioon 2.1. Lahtiseks ringiks keskpunktiga a ja raadiusega r nimetatakse kõigi nende punktide x hulka, mille puhul d(a, x) < r. Niisugust lahtist kera tähistame sümboliga S(a, r), seega
S(a, r) = {x | x ( X ja d(a, x) < r}.

Näide 2.1. Eukleidilises ruumis R2 on lahtiseks keraks keskpunktiga A ja raadiusega r joo-nisel 2.1 esitatud lahtine ring. Ruumis R1 on lahtiseks keraks S(a, r) vahemik (a – r; a + r), ruumis R3 aga kera ilma kerapinnata. Osutub aga, et teiste meetrikate puhul ei tarvitse lahtine ring enam olla “ümargune”.
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Joonis 2.3



    Joonis 2.4

Näide 2.2. Vaatleme tasandil “linnageomeetria” meetrikat
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Et kujutada lahtist kera S(A, r), vaatleme algul kera S(O, r) keskpunktiga O(0; 0). Seda kera moodustavad kõik punktid P(x; y), mille puhul d(O, P) < r ehk


|x| + |y| < r.

Et |–x| = |x| ja |–y| = |y|, siis vaadeldav kera S(O, r) on sümmetriline koordinaattelgede suhtes. Esimeses veerandis (x ( 0, y ( 0) kuuluvad kerasse need punktid, mille puhul x + y < r ehk y < r – x (joon. 2.2). Kera S(O, r) ja üldisem kera kera S(A, r) (kus A(x0; y0)) on kujutatud joonisel 2.3.

Näide 2.3. Vaatleme tasandil meetrikat (vt §1 , näide 1.3)

d(A, B) = max {|x1 – x2|; |y1 – y2|}.

Lahtine kera S(A, r) selles meetrikas on kujutatud joonisel 2.4.

Näide 2.4. Vaatleme tasandil meetrikat (vt §1 , ülesanne 1.2)

d(A, B) = |x1 – x2| + D(y1; y2).

Kui r < 1, siis võrratust d(A, B) < r saavad rahuldada vaid need punktid, mille puhul teine liidetav D(y1, y2) < r, st D(y1, y2) = 0 ja y1 = y2. Sel juhul kerasse S(A, r) kuuluvad vaid võrdsete ordinaatidega punktid, mille abstsissid rahuldavad võrratust |x1 – x2| < r. Lahtiseks keraks S(A, r) on x-teljega paralleelne vahemik keskpunktiga A(x0; y0) ja pikkusega 2r (joon 2.5).







A

                 

     x0 – r            x0
       x0 + r

Joonis 2.5

Näide 2.5. Vaatleme suvalisel hulgal X ( ( diskreetset meetrikat D (vt §1 , näide 1.4). Siis iga kera S(a, r) raadiusega r ( 1 koosneb ainult keskpunktist, st S(a, r) = {a}. Kera radiusega r > 1 on aga kogu ruum X.

§ 3. Lahtised hulgad meetrilises ruumis

Olgu (X, d) meetriline ruum.

Definitsioon 3.1. Punkti a ( X ümbruseks meetrilises ruumis (X, d) nimetatakse iga lahtist kera S(a, ().

Definitsioon 3.2. Punkti a nimetatakse hulga H sisepunktiks, kui see punkt kuulub hulka H koos teatava ümbrusega, st leidub selline ( > 0, et S(a, () ( H.
Definitsioon 3.3. Hulka G meetrilises ruumis (X, D) nimetatakse lahtiseks hulgaks, kui tema iga punkt on selle hulga sisepunkt, st x ( G ( ( ( > 0, S(x, () ( G.
Näide 3.1. Ruum X ise on ilmselt lahtine. Ka tühi hulk ( on lahtine, sest tal pole ühtegi punkti ja seega pole tal ka ühtegi punkti, mille puhul ei oleks täidetud definitsiooni nõue.

Lause 3.1. Iga lahtine kera S(a, r) on lahtine hulk.

Tõestus. Punkti x ( S(a, r) korral võtame ( = r – d(a, x). Et d(a, x) < r, siis ( > 0. Nüüd on selge, et S(x, () ( S(a, r), sest kui y ( S(x, (), siis d(x, y) < ( = r – d(a, x), mistõttu d(a, y) ( d(a, x) + d(x, y) < r. (
Näide 3.2. Hulgas X diskreetse meetrikaga D on iga hulk A lahtine. Tõepoolest, et meetrika D puhul S(x, () = {x}, kui r ( 1, siis iga punkt x ( A kuulub hulka A koos ümbrusega S(x, 1).

   Olgu nüüd ( meetrilise ruumi (X, d) kõigi lahtiste hulkade hulk (ehk süsteem). Meetrilise ruumi lahtiste hulkade omadusi kirjeldab järgmine teoreem.

Teoreem 3.1. Meetrilise ruumi (X, d) kõigi lahtiste hulkade süsteemil ( on järgmised omadu-sed:

L1(  X ( (, ( ( ( (kogu ruum X ja tühi hulk ( on lahtised);

L2(  mistahes hulga lahtiste hulkade ühend on lahtine hulk, st hulkade G( ( ( puhul, kus indeks ( omandab väärtusi mingist hulgast ( (lõplikust või lõpmatust), alati kehtib seos 
 EMBED Equation.3  
[image: image22.wmf]U

a

a

G


( (;

L3(  lõpliku arvu lahtiste hulkade G1, G2, … , Gk ühisosa 
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Tõestus. Omadus L1( on juba vaadeldud eespool näites 1.

L2(. Kui x ( 
[image: image25.wmf]U

a

a

G

, siis leidub vähemalt üks liidetav G(, mis sisaldab punkti x, st x ( G(. Et G( ( (, siis leidub punkti x ümbrus S(x, () ( G(. Siis ammugi S(x, () ( 
[image: image26.wmf]U

a

a

G

, st et viimase hulga iga punkt on tema sisepunkt.

L3(. Algul tõestame omaduse juhul, kui n = 2, st hulkade G1, G2 ( ( korral. Kui x ( G1 ( G2, siis x ( G1 ja x ( G2, mistõttu leiduvad sellised arvud (1 > 0 ja (2 > 0, et 
S(x, (1) ( G1 ja  S(x, (2) ( G2.

Võttes ( = min{(1; (2}, saame, et S(x, () ( S(x, (1) ( S(x, (2) ( G1 ( G2. Tõestuse lõpeta-miseks jääb rakendada matemaatilise induktsiooni meetodit. (
Näide 3.3. Arvsirgel R1 eukleidilise meetrikaga on iga vahemik (a; b) lahtine hulk, sest ta on lahtine “kera” oma keskpunkti suhtes (vt lause). Iga poolsirge (a; () või (–(; a) on lahtine, sest näiteks esimene neist on lahtiste hulkade – vahemike An = (a; a + n) ühend 
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Näide 3.4. Eukleidilisel tasandil R2 iga x-teljega paralleelne lahtine (ilma äärsirgeteta) riba {(x, y) | y ( (–a; a)} on lahtine hulk, sest ta on ringide Ax = S((x; 0), a) ühend 
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. Ristkülik ilma tippude ja külgedeta tasandil R2 on lahtine, sest ta on kahe ristioleva lahtise riba ühisosa.
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