§23. Tihedad ja ei kuskil tihedad hulgad
Arvsirge R mõned osahulgad on teatud mõttes tihedad – iga vahemik (a; b) sisaldab vaadeldava hulga punkte. Sellised on nt ratsionaalarvude hulk Q ja irratsionaalarvude hulk I. Üldistame nüüd seda mõistet.

Definitsioon 23.1. Hulka A topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse kõikjal tihedaks (või lihtsalt tihedaks), kui iga lahtine mittetühi hulk U sisaldab hulga A punkte.

Teoreem 23.1. Hulk A topoloogilises ruumis (X, () on kõikjal tihe parajasti siis, kui tema sulund [A] = X.

Tõestus. Tõestame  tarvilikkuse. Olgu A tihe hulk ruumis X. Näitame, et X ( [A], st et hulga X iga punkt on hulga A puutepunkt. Tõepoolest, kui x ( X ja U on punkti x mingi lahtine ümbrus, siis definitsiooni 23.1 põhjal U ( A ( (, mis ütlebki, et x ( [A]. Seega X ( [A]. Kuna vastupidine seos [A] ( X on ilmne, siis [A] = X.

Tõestame  piisavuse. Oletame, et [A] = X. Kui U ( ( ja U ( (, siis U on iga oma punkti x ( U lahtiseks ümbruseks. Et  x on hulga A puutepunkt, siis peab kehtima seos U ( A ( (, mis näitabki, et A on kõikjal tihe.  (
Näide 23.1. Eukleidilises ruumis R1 on hulgad Q ja I kõikjal tihedad. Naturaalarvude hulk N ei ole kõikjal tihe. Eukleidilisel tasandil R2 kõikjal tihedat hulka moodustavad kõik punktid P(r1, r2), mille mõlemad koordinaadid r1 ja r2 on ratsionaalarvud.

Tihedate hulkade vastandiks on ei kuskil tihedad hulgad.

Definitsioon 23.2. Hulka H topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse ei kuskil tihedaks, kui iga lahtine mittetühi hulk U sisaldab lahtise mittetühja osahulga V, milles pole ühtegi hulga H punkti, st V ( H = (.

Näide 23.2. Arvsirgel R1 ei kuskil tihedad on naturaalarvude hulk N, täisarvude hulk Z ja iga lõplik hulk. Lõik [0; 1] pole tihe ega ei kuskil tihe.

Ei kuskil tihedad hulgad on teatud mõttes “auke täis” – iga lahtine mittetühi hulk U sisaldab lahtise mittetühja osahulga V, milles ei ole ühtegi vaadeldava hulga H punkti (joon 23.1).
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Joonis 23.1

Tutvume nüüd veel ühe ei kuskil tiheda hulgaga arvsirgel, millel on rida huvitavaid omadusi.

Näide 23.3. Vaatleme arvsirgel nn. Cantori hulka, mida kasutatakse konstruktiivsete arutluste läbivimisel. Selle hulga ülesehitamiseks jaotame lõigu [0, 1] kolmeks võrdseks osaks punktidega 1/3 ja 2/3 ning eemaldame keskmise vahemiku ]1/3 , 2/3[ . Kaks järelejäänud lõiku [0, 1/3] ja [2/3, 1] jaotame mõlemad jälle kolmeks võrdseks osaks ning eemaldame keskmised vahemikud ]1/9, 2/9[ ja ]7/9, 8/9[. Seda protsessi jätkates jaotame igal sammul järele jäänud lõigud kolmeks võrdseks osaks ja eemaldame keskmised vahemikud. Jätkates kirjeldatud konstruktsiooni piiramatult, saame hulga

P = [0, 1] \ (] 1/3 , 2/3 [ ( ] 1/9 , 2/9 [ ( ] 7/9, 8/9 [ ( ] 1/27 , 2/27[ ( ]7/27 , 8/27 [ ( ]19/27 , 20/27[ ( ( ] 25/27 , 26/27[ ( ] 1/81 , 2/81 [ ( ...),







(23.1)

mida nimetatakse Cantori hulgaks. Selle hulga konstruktsiooni illustreerib joonis 23.2, kus värvitud aladena on märgitud neljal esimesel sammul eemaldatud vahemikud.
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Joonis 23.2

Kuna vahemike emaldamise protsess jätkub piiramatult ja Cantori hulk P koosneb vaid pärast kõikide kirjeldatud vahemike eemaldamist järele jäänud punktidest, siis jooniselt 23.2 nähtub, et Cantori hulgal P on „üsna vähe” punkte. Seda üllatavamad on Cantori hulga omadused.

Lause 23.1.
Cantori hulk P on lõpmatu hulk.

Tõepoolest, hulga P  konstruktsioonist selgub, et see hulk sisaldab loenduva jaotuspunktide hulga 

S = {1/3; 2/3; 1/9; 2/9; 7/9; 8/9; 1/27; 2/27; ...}.

Lause 23.2. Cantori hulk P on kinnine.

Tõestus järeldub vahetult selle hulga definitsioonist (vt seost (23.1)), kuna eemaldatavate vahemikkude ühend U on lahtine hulk ning P on selle hulga täiendhulk (topoloogilises ruumis X = [0, 1]).
Lause 23.3.
Cantori hulk  P  on kontiinumi võimsusega hulk.

Tõestust võib leida nt raamatus [ ], lk 47–48.

Vaatamata sellele, et Cantori hulk P tundub olevat üsna “hõre”, osutub, et tal ei ole isoleeritud punkte.
Definitsioon 23.3.
Kinnist hulka, millel pole ühtegi isoleeritud punkti, nimetatakse perfektseks ehk täiuslikuks hulgaks.

Lause 23.4.
Cantori hulk P on perfektne.

Tõestust võib leida raamatust [ ], lk 47–48.

Märgime, et kooskõlas sellega nimetatakse Cantori hulka P sageli ka Cantori perfektseks hulgaks.
§24. Separaablid ruumid

Definitsioon 24.1. Öeldakse, et topoloogiline ruum (X, () on separaabel, kui temas leidub kõikjal tihe loenduv osahulk A = {a1; a2; …; an; …}.

Näide 24.1. Eukleidiline arvsirge R1 on separaabel, sest loenduv ratsionnaalarvude hulk Q on kõikjal tihe selles ruumis (näide 23.2). Saab näidata, et ka n-mõõtmeline eukleidiline ruum Rn on separaabel.

Seostame nüüd toodud omaduse loenduva baasi olemasoluga. Meenutame, et alamsüsteemi ( ( ( nimetatakse topoloogia ( baasiks, kui iga lahtine hulk U ( ( avaldub süsteemi ( kuuluvate hulkade ühendina. 

Teoreem 24.1. Iga loenduva baasiga ruum on separaabel.

Tõestus. Olgu (X, () topoloogiline ruum loenduva baasiga ( = {U1; U2; …; Un; …}. Valides igast hulgast Ui ühe elemendi ai ( Ui, saame loenduva hulga A = {a1; a2; …; an; …}. Teoreemi 23.1 kohaselt hulk A on kõikjal tihe parajasti siis, kui [A] = X. Võtame suvalise punkti x ( X ja selle mingi lahtise ümbruse V. Et hulk V avaldub baasi ( teatud elementide 
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 ühendina, siis ta sisal-dab koos nendega ka hulga A punkte, mistõttu x on hulga A puutepunkt. Seepärast X ( [A]  ja kuna ilmselt  [A] ( X, siis saamegi, et [A] = X, st X on separaabel.  (
Teoreem 24.2. Iga separaabel meetriline ruum on loenduva baasiga.

Tõestus. Olgu meetriline ruum (X, d) separaabel, st temas leidub kõikjal tihe loenduv osahulk A = {a1; a2; …; an; …}. Moodustame kõikvõimalikud lahtised kerad 
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, kus  ai ( A ja n = 1, 2, 3, … Nende kerade hulk ( on loenduv, sest iga kera iseloomustab naturaalarvude paar (i, n), viimased paarid on aga üksüheses vastavuses  positiivsete ratsionaalarvudega 
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, mis moodustavad loenduva hulga. Näitame, et loenduv hulk ( = {
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| i ( N, n ( N} on ruumi (X, d) meetrika d poolt määratud topoloogia (d baas.

  Selleks võtame vabalt lahtise hulga U ( X ja veendume, et iga x ( U jaoks leidub selline baasi (  kuuluv kera 
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, et  x ( 
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 ( U. Et U on lahtine, siis leidub lahtine kera S(x, () ( U. Võtame sellise n, et 
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 (miks niisugune n leidub?). Kuna x on kõikjal tiheda hulga A puutepunkt, siis leidub  ai ( 
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. Meil on vaja nüüd kontrollida, et punkt x sisaldub baasi ( mingis elemendis 
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, mis on omakorda hulga U sees, st  x (
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( U. Tõepoolest, kaugus d(x, ai) = d(ai, x) < 
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. Kui mingi punkt x* (
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, st  kui d(x*, ai) < 
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, siis  d(x*, x) ( d(x*, ai) + d(ai, x) < 
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 ( S(x, () ( U.  (
§ 25*. Topoloogilise ruumi metriseeruvus

Me juba teame, et iga meetriline ruum (X, d) osutub ka topoloogiliseks ruumiks vastava topoloogiaga (d (§7) – teisiti õeldes, meetrika abil saab alati määrata topoloogiat. Seejuures teoreemi 17.2 põhjal on tekkinud topoloogiline ruum alati Hausdorffi ruum. Tekib aga küsimus, kas iga topoloogilise ruumi (X, () korral leidub meetrika d, mis määrabki topoloogia (, st niisugune meetrika d, et ( = (d. Osutub, et üldjuhul vastus on eitav. Ühe näite annab meile näide 17.1, sest seal vaadeldud ruum pole Hausdorffi ruum. 

Definitsioon 25.1. Topoloogilist ruumi (X, () nimetatakse metriseeruvaks, kui tema topoloogia on määratud mingi meetrika abil.

Näide 25.1. Huvitavama näite mittemetriseeruvast ruumist saame Sorgenfrey noole (R, () (vt. näide 7.5) baasil. Meenutame et tegemist on ruumiga X = R, milles punkti x ümbruste baasi moodustavad poollõigud [x; x + (), need poollõigud moodustavad ka topoloogia baasi.
Lause 25.1. Sorgenfrey nool (R, () ei ole metriseeruv. 

Tõestus. Eeldame vastuväiteliselt, et ruum (R, () on metriseeruv. Kui U  ( ( on mingi lahtine hulk selles ruumis, siis ta avaldub topoloogia baasi elementide – poollõikude  [z; z + () – ühendina. Seda poollõikudest koosnevat baasi me tähistame sümboliga (. Kuna iga selline pooollõik sisaldab ratsionaalarve, siis ka hulk U sisaldab ratsionaalarve. Seepärast loenduv ratsionaalarvude hulk Q on kõikjal tihe ruumis (R, (), mis tähendab, et see ruum on separaabel. Teoreemi 24.2 põhjal selles ruumis leidub loenduv baas (* = {U1; U2; …; Un; …}. Fikseerime arvu ( > 0 ja võtame vabalt ühe baasi ( elemendi pikkusega (, st mingi poollõigu [x; x + (). See poollõik peab avalduma baasi (* elementide ühendina, mistõttu leidub vähemalt üks baasi (* element, mis sisaldub poollõigus [x; x + () ja sisaldab punkti x. Fikseerime sellise baasi elemendi ja tähistame Un(x). Et Un(x) ( [x; x + (), siis Un(x) ( (–(; x) = (. Seepärast erinevatele reaalarvudele x ( x( vastavad erinevad hulgad Un(x) ( Un(x(). Järelikult me oleme saanud injektiivse kujutuse x ( n(x) reaalarvude hulgast R naturaalarvude hulka N. Ent reaalarvude hulk R on suurema (kontiinumi) võimsusega hulk, kui N ja seepärast niisugust kujutust ei eksisteeri. Seega ruum (R, () ei saa olla metriseeruv.  (
   Analoogiliselt ei ole metriseeruv ka Sorgenfrey vasakpoolne nool (R, ().

   Üldiselt on topoloogilise ruumi metriseeruvuse küsimus üsna komplitseeritud. Ühe metrisee-ruvuse tingimuse annab järgmine P.Urõssoni teoreem.

Teoreem 25.1. Loenduva baasiga topoloogiline ruum (X, () on metriseeruv parajasti siis kui ta on regulaarne.

Tõestust vt. [ ], lk 115–117.
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