ERITÜÜPI TOPOLOOGILISED RUUMID

§ 17. Eraldatavuse aksioomid

Topoloogilise ruumi aksioomid T1(–T3( on küllaltki lihtsad ning topoloogilise ruumi mõiste on üsna üldine. Et liigitada topoloogilisi ruume, kasutatakse mitmeid lisatingimusi. Selles paragrahvis vaatleme mõningaid “kvalitatiivseid” lisaomadusi.

Definitsioon 17.1. Topoloogilist ruumi (X, () nimetatakse T0-ruumiks, kui iga kahe erineva punkti x, y ( Х jaoks vähemalt ühel neist punktidest on olemas ümbrus, mis ei sisalda teist punkti (joon. 17.1). (Öeldakse ka, et ruum (X, () rahuldab eraldatavuse aksioomi T0).



. x
. y
Joonis
17.1


Joonis
17.2



Joonis  17.3

Definitsioon 17.2. Topoloogilist ruumi (X, () nimetatakse T1-ruumiks, kui iga kahe erineva punkti x, y ( Х jaoks igalühel neist punktidest on olemas ümbrus, mis ei sisalda teist punkti (joon.  17.2). (Öeldakse ka, et ruum (X, () rahuldab eraldatavuse aksioomi T1).
Näide 17.1. Vaatleme ruumi (X, (), kus X = {a; b} ja ( = {X; {a}; (} (vt ka näide 7.4). Siis U = {a} on punkti a ümbrus, mis ei sisalda punkti b. Ent punkti b ainsaks ümbruseks on hulk X. Seega (X, () on T0-ruum, kuid ei ole T1-ruum.

Teoreem 17.1. Topoloogiline ruum (X, () on T1-ruum parajasti siis, kui selles ruumis iga üheelemendiline hulk {x} on kinnine.

Tõestus. Tõestamaks tarvilikkuse, eeldame, et (X, () on T1-ruum ja vaatleme suvalist ühe-elemendilist hulka F = {x}, kus x ( X. Et näidata hulga F kinnisust, tuleb tõestada, et tema täiendhulk 
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 on lahtine. Tõepoolest, kui y (
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, siis y ( x ning leidub selline punkti y ümbrus V, mis ei sisalda punkti x. Siis aga V ( 
[image: image3.wmf]F

, mis ütleb, et hulga 
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 iga punkt on tema sisepunkt, st hulk 
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 on lahtine (teoreem 10.2).

   Tõestame nüüd piisavuse. Oletame, et x ( y on ruumi X kaks erinevat punkti. Siis hulgad F = {x} ja G = {y} on kinnised, nende täiendhulgad 
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 ja 
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 aga lahtised. Ilmselt x (
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 ja y (
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 ning hulgad 
[image: image10.wmf]G

 ja 
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 ongi punktide x ja y ümbrused, mis rahuldavad T0-ruumi definitsiooni tingimusi. (
Definitsioon 17.3. Topoloogilist ruumi (X, () nimetatakse T2-ruumiks ehk Hausdorffi ruumiks, kui igal kahel erineval punktil x, y ( Х leiduvad mittelõikuvad ümbrused (joon. 17.3).

   Eraldatavuse aksioomide T0 – T2 vahekorda illustreerib skeem T2 ( T1 ( T0.

Ülesanne. Olgu X lõpmatu hulk. Vaatleme hulga X osahulkade süsteemi (, mis koosneb tühjast hulgast ( ja kõikidest hulkadest G ( X, mille täiendhulk 
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 on lõplik. Tõestage, et

   1)  ( on topoloogia hulgal X;

   2)  (X, () on T1-ruum;

   3)  (X, () ei ole Hausdorffi ruum.

Teoreem 17.2. Iga meetriline ruum on Hausdorffi ruum.

Tõestus. Vaatleme meetrilist ruumi (X, d) ja selle punkte x ( y ning tähistame d(x, y) = r > 0. Siis lahtised kerad U =
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 ja V =
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 on vastavalt punkti x ja punkti y ümbrused. Näitame, et U ( V = (. Selleks oletame vastuväiteliselt, et leidub punkt z ( U ( V. Siis


r = d(x, y) ( d(x, z) + d(z, y) = 
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mis annabki nõutava vasturääkivuse. (
Definitsioon 17.4. Topoloogilise ruumi (X, () osahulga H ümbruseks nimetatakse igat lahtist hulka G, mis sisaldab hulka H.

Definitsioon 17.5. Topoloogilist ruumi (X, () nimetatakse T3-ruumiks, kui iga kinnise hulga F ja iga punkti x ( F korral leiduvad selline hulga F ümbrus U ja punkti x ümbrus V, mis ei lõiku.

Definitsioon 17.6. Topoloogilist ruumi (X, (), mis on nii T1-ruum kui ka T3-ruum, nimetatakse regulaarseks.

Teoreem 17.3. Iga regulaarne ruum (X, () on Hausdorffi ruum.

Tõestus. Kui x, y ( X, siis teoreemi 17.1 põhjal hulk F = {y} on kinnine. Kuna (X, () on T3-ruum, siis leiduvad punkti x ja hulga {y} mittelõikuvad ümbrused. (
§ 18. Pidevad kujutused topoloogilistes ruumides
Kujutuse pidevust topoloogilistes ruumides defineeritakse täiesti analoogiliselt meetriliste ruumide juhuga (vt. § 6).

Olgu antud kaks topoloogilist ruumi (X, () ja (Y, (*) ning kujutus f : X ( Y.

Definitsioon 18.1. Kujutust f : X ( Y topoloogilisest ruumist X topoloogilisse ruumi Y nimetatakse pidevaks punktis a ( X, kui f(a) iga ümbruse U korral leidub a selline ümbrus u, nii et f(u) ( U, st x ( u ( f(x) ( U.

Definitsioon 18.2. Kujutust f : X ( Y topoloogilisest ruumist X topoloogilisse ruumi Y nimetatakse pidevaks ruumis X (või selle osahulgal A), kui ta on pidev ruumi X (hulga A) igas punktis.

Teoreem 18.1. Kujutuse f : X ( Y korral järgmised kolm tingimust on omavahel ekvivalentsed:


(1) f on pidev ruumis X;


(2) iga lahtise hulga G ( Y originaal f –1(G) on lahtine hulk ruumis X;


(3) iga kinnise hulga H ( Y originaal f –1(H) on kinnine hulk ruumis X.

   Selle teoreemi tõestus on praktiliselt sama, mis teoreemi 6.1 tõestus, kuna viimati-nimetatud teoreemi tõestuses pole sisuliselt arvestatud seda, et ümbrusteks on lahtised kerad. 

Ülesanne. Kontrollige, et teoreemi 18.1 saab tõestada samamoodi nagu teoreemi 6.1.
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