§ 29. Euleri teoreem hulktahukatest
Selles paragrahvis vaatleme L.Euleri tuntud teoreemi, mis ütleb, et iga kumera hulktahuka korral tema tippude, servade ja tahkude arvude vahel on kindel seos. Esitame selle teoreemi “populaar-teadusliku” tõestuse, mis sobib ka esitamiseks kooliõpilastele.

Olgu meil antud mingi kumer hulktahukas. Võtame kasutusele järgmised tähistused:


a0 – hulktahuka tippude arv,


a1 – hulktahuka servade arv,


a2 – hulktahuka tahkude arv.

Teoreem 29.1 (L.Euler). Iga kumera hulktahuka puhul kehtib võrdus


a0 – a1 + a2 = 2.






(29.1)

Tõestus. Tähistame a0 – a1 + a2 = A. Me peame näitama, et A = 2. Hulktahuka pind on homöo-morfne sfääriga, selle iga tahk aga ringiga. Eemaldame ühe tahu ilma rajata. Siis järelejäänud ruumiline kujund on homöomorfne kinnise ringiga, mistõttu saame seda deformeerida tasandi-liseks kujundiks (joon. 29.1).  Illustreerimiseks piirdume rööptahuka või kuubi juhtumiga (joon. 29.2).










        Joonis 29.1





Joonis 29.2

Uuel tasandilisel kujundil on a(0 = a0 tippu, a(1 = a1 serva ja a(2 = a2 – 1  tahku (kõverjoonelist hulknurkka). Seega kui me tähistame 


A( = a(0 – a(1 + a(2,

siis  A( = A – 1 ning võrduse (29.1) tõestamiseks piisab näidata, et A( = 1. Alustame järkjärgult saadud kujundi (joon. 29.3) teisendamist .

1. etapp – trianguleerimine. Kui tahkude seas on mittekolmnurkseid, siis valime ühe nurga ja tõmbame mõne diagonaali. Tulemusena kumbki arvudest a(0 ja a(1 suureneb ühe võrra, kuid A(  ei muutu. Jätkame diagonaalide tõmbamist niikaua, kui kõik tahud ei ole jaotatud kõverjoone-listeks kolmnurkadeks (joon. 29.4). Trianguleeritud kujundis suurus A(  on sama, mis esialgses kujundis.
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         B



Joonis 29.3




Joonis 29.4





2. etapp – “piiriäärsete” kolmnurkade eemaldamine. Hakkame eemaldama selliseid kolmnurk-seid tahke, mille vähemalt üks serv kuulub kujundi rajasse (nt kolmnurk ABC joonisel 29.4). Siis esineb kaks võimalust:

1) Eemaldatava kolmnurga täpselt üks serv asub kujundi rajal. Sel juhul eemaldame kolmnurga sisemuse ja selle serva ilma tippudeta. Siis a(0 ei muutu, a(1 väheneb 1 võrra ja a(2 samuti vähe-neb 1 võrra. Suurus A(  ei muutu.

2) Eemaldataval kolmnurgal on kaks ühist serva kujundi rajaga (nt kolmnurk DEF joonisel 29.5). Sel juhul eemaldame kolmnurga sisemuse, kaks nimetatud serva, ent tippudest ainult nende ser-vade ühine tipp. Siis a(0 väheneb 1 võrra, a(1 väheneb 2 võrra ja a(2  väheneb 1 võrra. Suurus A(  ei muutu.
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   Joonis 29.6




Joonis 29.7

Samm-sammult kolmnurki eemaldades, saame lõpuks üheainsa kolmnurga (joon. 29.7), mille puhul a(0 = 3, a(1 = 3  ja  a(2 = 1 ning seega  A( = 1.

Kuna ühelgi sammul suurus A(  ei muutunud, siis ka esialgse kujundi korral  A( = 1. Seega me tõestasime, et A(  = 1, mis on samaväärne võrdusega (29.1). (
§ 30. Korrapärased hulktahukad
Euleri teoreemi (teoreem 29.1) abil saab tõestada, et on olemas täpselt 5 tüüpi korrapäraseid hulktahukaid. 

Nagu eespool (§ 29) võtame kasutusele tähistused:


a0 – hulktahuka tippude arv,


a1 – hulktahuka servade arv,


a2 – hulktahuka tahkude arv.

Eeldame, et korrapärase hulktahuka tahud on korrapärased n-nurksed hulknurgad, ning et igast tipust väljub r serva. Kuna iga serv kuulub kahele tahule, siis saame, et


na2 = 2a1








(30.1)

(korrutises  na2 igat serva arvestatakse 2 korda). 

Kuna igal serval asub 2 tippu, siis


ra0 = 2a1








(30.2)

(sest korrutises ra0 igat serva arvestatajse 2 korda). Siis Euleri teoreemi võrdus


a0 – a1 + a2 = 2

annab meile, et
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millest saame, et



[image: image2.wmf]1

1

2

1

1

1

a

r

n

+

=

+

.







(30.3)

Nüüd paneme tähele, et n ( 3 ja r ( 3, sest hulknurksel tahul on vähemalt 3 külge ja igast tipust väljub vähemalt 3 serva. Seejuures arvud n ja r ei saa olla korraga suuremad, kui 3. Tõepoolest, vastasel juhul võrduse (30.3) vasak pool oleks 
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parem pool aga rahuldab võrratust
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Seega meil tuleb uurida kaks juhtumit: 1) n = 3  ja  r ( 3;  2) r = 3 ja  n ( 3.

1) Kui n = 3, siis võrdus (30.3) saab kuju
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(30.4)

Et 
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 siis r < 6, mistõttu  naturaalarvu r väärtusteks saavad olla vaid 3, 4 või 5. Selliste n ja r väärtuste puhul tekivad järgmised korrapärased hulktahukad:


n = 3,  r = 3
–
tetraeeder, a1 = 6,


n = 3,  r = 4
–
oktaeeder,  a1 = 12,


n = 3,  r = 5
–
ikosaeeder,  a1 = 30.

2) Kui r = 3, siis võrdus (30.3) saab kuju
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(30.5)

millest analoogiliselt eelmise juhtumiga saame, et  n  võib olla ainult 3, 4 või 5. Selliste r  ja n väärtuste puhul tekivad järgmised korrapärased hulktahukad:


r = 3,  n = 3
–
tetraeeder, a1 = 6,


r = 3,  n = 4
–
kuup,  a1 = 12,


r = 3,  n = 5
–
dodekaeeder,  a1 = 30.

Kokkuvõttes saamegi 5 tüüpi korrapäraseid hulktahukaid. Nende tippude arvu a0 ja tahkude arvu a2 saame seostest (30.1) ja (30.2), kui asendada neisse vastavad n, r ja a1 väärtused.
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   Tetraeeder
      Oktaeeder                     Kuup

    Ikosaeeder
        Dodekaeeder

  n = 3, r = 3,
      n = 3, r = 4,
   n = 4, r = 3,

    n = 3, r = 5,
         n = 5, r = 3,

a0 = 4, a1 = 6, a2 = 4   a0 = 6, a1 = 12, a2 = 8     a0 = 8, a1 = 12, a2 =  6         a0 = 12, a1 = 30, a2 = 20     a0 = 20, a1 = 30, a2 = 12
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