§19. Kompaktsed topoloogilised ruumid
Olgu antud topoloogiline ruum (X, ().
Definitsioon 19.1. Topoloogilise ruumi osahulga E lahtiseks katteks nimetetakse niisugust lahtiste hulkade süsteemi (või pere) {U(} (kus indeks ( saab väärtusi mingist hulgast (), mille ühend sisaldab hulka E, st
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(19.1)

Katte {U(} osahulka, mis on ise hulga E kate, nimetatakse selle katte {U(} osakatteks (või alamkatteks).
Definitsioon 19.2. Topoloogilise ruumi osahulka, mille igal lahtisel kattel on olemas lõplik osa-kate, nimetatakse kompaktseks hulgaks.
Niisiis, hulk E on kompaktne, kui sellest, et 
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, kus U( ( ( iga ( ( ( korral, järeldub, et leiduvad sellised indeksid (1, (2, …, (k ( (, et 
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. Kui kogu hulk X osutub kom-paktseks, siis ruumi (X, () nimetatakse kompaktseks ruumiks.

Teoreem 19.1. Kompaktse ruumi kinnine osahulk on kompaktne.

Tõestus. Olgu hulk E seoses (1) kinnine. Lisame tema lahtisele kattele {U(} veel hulga E täiendhulga 
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, mis on lahtine. Nüüd tekib kogu ruumi X lahtine kate, millel ruumi kom-paktsuse tõttu on olemas lõplik osakate. Eemaldades viimasest hulga 
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, saame hulga E antud katte lõpliku osakatte, st E on kompaktne. (
Teoreem 19.2. Hausdorffi ruumi kompaktne osahulk on kinnine.

Tõestus. Kui ruum (X, () on Hausdorffi ruum ja E on tema kompaktne osahulk, siis E ei saa omada temale mittekuuluvat puutepunkti x. Tõepoolest, kui x ( E, siis iga y ( E jaoks leiduvad selline punkti y ümbrus Uy ja punkti x ümbrus Vx,y, et Vx,y ( Uy = (. Kuid siis 
 EMBED Equation.3  
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 ja hulga E kompaktsuse tõttu leidub lõplik osakate 
 EMBED Equation.3  
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 on punkti x ümbrus ning 
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(. Seepärast V ( E = (, millest järeldub, et x ( [E]. Seega hulga E sulund (ehk hulga E puutepunktide hulk) ei saa omada ühtegi hulka E mittekuuluvat punkti. Järelikult, E = [E] ning E on kinnine. (
Teoreem 19.3. Eukleidilise n-mõõtmelise ruumi Rn osahulk E on kompaktne parajasti siis, kui ta on kinnine ja tõkestatud.


Täielik tõestus on antud nt [ ], lk  . Paneme tähele, et ruumis Rn kompaktse osahulga kinnisus järeldub teoreemidest  19.2 ja 17.2.

§20. Kompaktse hulga pidev kujutis
Matemaatilises analüüsis kuuluvad tähtsamate teoreemide hulka Weierstrassi I ja II teoreem, mida võime kokku võtta järgmiselt.

Teoreem. Lõigus [a; b] pidev funktsioon y = f(x) on tõkestatud selles lõigus ning tal on olemas ekstremaalsed väärtused selles lõigus.

  Bolzano-Cauchy teoreemist pideva funktsiooni vahepeaalsetest väärtustest järeldub lisaks, et lõigus pideva funktsiooni f: [a; b] ( R väärtuste hulgaks on lõik [m; M], kus m ja M on vastavalt funktsiooni f vähim ja suurim väärtus. Lühidalt õeldes, lõigu pidev kujutis on samuti lõik.

   Mitme muutuja funktsiooni f: E ( Rn ( R puhul on Weierstrassi teoreemi üldistuseks teoreem, mis väidab, et kinnisel tõkestatud hulgal pidev funktsioon on tõkestatud sellel hulgal ning tal on olemas ekstremaalsed väärtused sellel hulgal. 

   Kuna eukleidilise ruumi kinnine ja tõkestatud osahulk on kompaktne (ja vastupidi, vt teoreem 19.3), siis on loomulik püüda üldistada ülalnimetatud teoreemid topoloogilise ruumi kompaktse osahulga juhule. Niisiis vaatleme topoloogilisi ruume (X, () ja (Y, (*) ning pidevat kujutust f : X ( Y.

Teoreem 20.1. Kui f : X ( Y on pidev kujutus topoloogilisest ruumist (X, () topoloogilisse ruumi (Y, (*), siis iga kompaktse hulga  K (  X  kujutishulk  f(K) on kompaktne hulk ruumis Y.
   Lühidalt võib teoreemi sõnastada ka nii: kompaktse hulga pidev kujutis on kompaktne.

Tõestus.  Me peame näitama, et hulga f(K) igast lahtisest kattest {V(} eraldub sama hulga lõplik osakate. Niisiis, oletame, et kehtib seos
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, kus  V( ( (*  ning  indeks  (  saab väärtusi mingist hulgast (.

Rakendame sellele seosele hulkade originaali võtmise operatsiooni, mis teatavasti kommutee-rub kõikide hulgateoreetiliste tehete ja seostega. Saame


K ( 
[image: image12.wmf](

)

111

()()

ffKfVfV

aa

aa

---

æö

Ì=

ç÷

èø

UU

.

Et lahtiste hulkade V( originaalid  f –1(V() on lahtised hulgad (teoreem 18.1), siis oleme saanud hulga K lahtise katte, millest selle hulga kompaktsuse tõttu saab eraldada lõpliku osakatte:


K ( 
[image: image13.wmf]1

1

()

i

k

i

fV

a

-

=

U

.

Rakendades viimasele seosele kujutuse f, same


f(K) ( 
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Seega oleme leidnud hulga f(K) lõpliku osakatte, mis näitabki, et hulk f (K) on kompaktne. (
§21. Sidusad hulgad ja ruumid
Olgu antud topoloogiline ruum (X, ().

Definitsioon 21.1. Topoloogilise ruumi (X, () osahulka E nimetatakse sidusaks, kui ei leidu selliseid lahtisi hulki U ja V, et oleks täidetud tingimused:

1.  U ( V = (;

2.  E ( U ( V;

3.  E ( U ( (,   E ( V ( (.

Hulka, mis ei ole sidus, nimetatakse mittesidusaks hulgaks. Seega mittesidusa hulga korral leiduvad (ilmselt mittetühjad) lahtised hulgad U ja V, mis rahuldavad tingimusi 1–3. Selline hulk koosneb, piltlikult öeldes, vähemalt kahest tükist (joon. 21.1) vastandina sidusale hulgale, mis koosneb “ühest tükist” (joon. 21.2).
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Joonis 
21.1




Joonis 21.2

Kui kogu hulk X on sidus ruumis (X, (), siis öeldakse, et ruum (X, () on sidus. Ruumi sidusus tähendab, et hulka X ei saa esitada kujul X = U ( V, kus U ja V on mittetühjad ja mittelõikuvad lahtised hulgad.

Näide 21.1. Arvsirgel R eukleidilise topoloogiaga on sidusateks hulkadeks ainuüksi vahemikud, lõigud ja poollõigud, mis võivad olla ka tõkestamata. Kogu ruum on sidus. Teisi sidusaid hulki arvsirgel ei ole. Hulgad A = (1; 3) ( [4; 7) ja B = (–(; 0) ( (0; () ei ole sidusad.

Näide 21.2. Kahemõõtmelises eukleidilises ruumis R2 iga lõik, sirge, ring, ristkülik on sidusad hulgad. Ükski lõplik hulk ei ole sidus.

Kui hulk ei ole sidus, siis ta koosneb mitmest või isegi lõpmatust arvust tükkidest. Anname nendele “tükkidele” täpsema definitsiooni.

Definitsioon 21.2. Hulga G sidususe komponendiks nimetatakse tema sidusat osahulka E, mis ei sisaldu üheski suuremas hulga G sidusas osahulgas, st

a) E ( G  ja E on sidus;

b) kui E ( H ( G  ja  H on sidus hulk, siis  H = E.
Näide 21.3. Näites 21.1 vaadeldud hulkadel A ja B on kummalgi kaks sidususe komponenti (nimetage need).

Definitsioon 21.2. Sidusat hulka E topoloogilises ruumis nimetatakse üheli-, kaheli- ... n-lisidusaks, kui tema raja (E koosneb vastavalt ühest, kahest, ..., n  sidusast komponendist.

Näide 21.4. Eukleidilisel tasandil R2 ring ja ristkülik on ühelisidusad hulgad (joon. 21.3, rõngas on kahelisidus, n – 1 auguga kujund (joon 21.4) on n-lisidus (miks?).





Joonis 21.3



Joonis 21.4

Lisaks sidususe ja mitmelisidususe mõistetele on olemas veel üks sidususe mõiste – nn liin-sidusus. Selle mõiste piltlik ettekujutus seisneb selles, et liinsidusa hulga kahte suvalist punkti saab ühendada samasse hulka kuuluva pideva joonega.

Definitsioon 21.3. Liiniks topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse pidevat kujutust (: [0; 1] ( X, kus lõiku [0; 1] vaadeldakse kui topoloogilist ruumi – eukleidilise sirge R1 alamruumi. Lõigu [0; 1] kujutist (([0; 1]) ( X nimetatakse jooneks ruumis X, punkte ((0) ja ((1) aga selle joone otspunktideks.

Märkus. Definitsioonis 21.3 lõigu [0; 1] asemel võib vaadelda mistahes teist lõiku [a; b].

Definitsioon 21.4. Topoloogilise ruumi osahulka E nimetatakse liinsidusaks, kui selle hulga iga kaks punkti x1 ja x2 on ühendatavad liiniga, st leidub niisugune liin  (: [0; 1] ( X, et (([0; 1]) ( E ning ((0) = x1, ((1) = x2 

Teoreem 21.1. Topoloogilises ruumis iga liinsidus hulk on sidus.

Tõestus. Olgu E liinsidus hulk. Oletame vastuväiteliselt, et E ei ole sidus. Siis leiduvad definitsiooni 21.1 tingimusi 1–3 rahuldavad lahtised hulgad U ja V. Nende hulkade originaalid 

( –1(U) ja ( –1(V) on mittetühjad lahtised mittelõikuvad hulgad topoloogilises ruumis [0; 1] (arvsirge R alamruumis), seejuures [0; 1] = ( –1(U) ( ( –1(V). See aga on vastuolus lõigu [0; 1] kui topoloogilise ruumi sidususega.  (
   Märgime, et teoreemi 21.1 pöördteoreem ei kehti – sidus hulk ei tarvitse olla liinsidus. Vaatleme näiteks funktsiooni
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graafikut kui eukleidilise tasandi R2 alamruumi. See hulk on sidus, kuid ei ole liinsidus (miks?).

§22. Sidusa hulga pidev kujutis
  Bolzano-Cauchy teoreem pideva funktsiooni vahepealsetest väärtustest väidab, et lõigus pideva funktsiooni f: [a; b] ( R väärtuste hulgaks on lõik [m; M], kus m ja M on vastavalt funktsiooni f vähim ja suurim väärtus. Lühidalt õeldes, lõigu pidev kujutis on samuti lõik. Et lõik on sidus hulk arvsirgel, siis tekib küsimus selle teoreemi üldistuse kohta. Niisiis vaatleme topoloogilisi ruume (X, () ja (Y, (*) ning pidevat kujutust f : X ( Y.

Teoreem 22.1. Kui f : X ( Y on pidev kujutus topoloogilisest ruumist (X, () topoloogilisse ruumi (Y, (*), siis iga sidusa hulga  E ( X  kujutishulk  f(E) on sidus hulk ruumis Y.
   Lühidalt võib teoreemi sõnastada ka nii: sidusa  hulga pidev kujutis on sidus..

Tõestus.  Me peame näitama, et hulk f(E) on sidus ruumis Y. Eeldame vastuväiteliselt, et see hulk ei ole sidus. Siis definitsiooni 21.1 kohaselt leiduvad sellised ruumi Y lahtised hulgad U* ja V*, et

1.  U* ( V* = (;

2.  f(E) ( U* ( V*;

3.  f(E) ( U* ( (,   f(E) ( V* ( (.

Rakendame seosele 2 hulkade originaali võtmise operatsiooni:


E ( f –1(f(E)) ( f –1(U*( V*) = f –1(U*) ( f –1(V*).



(22.1)

Tähistame U = f –1(U*)   ja  V = f –1(V*). Siis U ja V on lahtised hulgad ruumis X (miks?). Kui me näitame, et kehtivad seosed

1)  U ( V = (;

2)  E ( U ( V;

3)  E ( U ( (,   E ( V ( (,

siis me ilmselt same, et hulk E ei ole sidus, mis on vastuolus eeldusega. Niisiis, tõestame, et kehtivad seosed 1) – 3).

1) U ( V = f –1(U*) ( f –1(V*) = f –1(U* ( V*) = f –1(() = (.

2) See seos kehtib tänu seostele (22.1).

3) Näitame, et kehtib seos E ( U ( (. Tõepoolest, kui oleks E ( U = (, siis kujutuste ja originaalide omaduste järgi oleks ka
( = f(E) ( f(f –1(U*)) ( f(E) ( U*.

Aga siis f(E) ( U* = (, mis on vastuolus eeldusega f(E) ( U* ( (.

Analoogiliselt põhjendatakse ka teine seos f(E) ( V* ( (.  (
E
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