§ 11. Hulga sulund topoloogilises ruumis
Kui A on topoloogilise ruumi (X, () osahulk, siis hulga A suhtes paiknevad ruumi X punktid erinevalt, mistõttu võib neid mitmel viisil liigitada, näiteks,

1) hulka A kuuluvad punktid ja hulka A mittekuuluvad punktid (so täiendhulga 
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 punktid);

2) hulga A sisepunktid ja need punktid, mis ei ole A sisepunktid.

Definitsioon 11.1. Ruumi X punkti a nimetatakse hulga A puutepunktiks, kui punkti a igas ümbruses U leidub vähemalt üks hulga A punkt.

Näide 11.1. Eukleidilises ruumis R1 on poollõigu [a; b) puutepunktideks kõik selle hulga punktid ja lisaks veel punkt b.

Definitsioon 11.2. Hulga A kõigi puutepunktide hulka nimetatakse hulga A sulundiks ja tähistatakse [A] või cl A (inglise k. closure – sulund), mõnikord ka sümboliga 
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.
   Definitsioonist 11.2 järeldub koheselt, et

A ( [A].





(11.1)

Näide 11.2. Eukleidilises ruumis R1 on poollõikude [a; b), (a; b] ja vahemiku (a; b) sulun-diks üks ja seesama lõik [a; b].

Näide 11.3. Joonisel 11.1, a) on kujutatud üks tasandiline hulk A, joonisel 11.1 b) aga selle sulund eukleidilises ruumis R2.
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Joonis 11.1

Teoreem 11.1. Hulga A sulund [A] on kinnine hulk.

Tõestus. Piisab näidata, et sulundi [A] täiendhulk 
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on lahtine. Võtame vabalt x ( 
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, st x ([A]. Siis x ei ole hulga A puutepunkt, mistõttu leidub selline x ümbrus Ux, milles ei ole ühtegi hulga A punkti. Et Ux on lahtine hulk, siis ta on iga oma punkti y ümbruseks. Seepärast ükski punkt y ( Ux ei saa olla hulga A puutepunkt ja seega kogu ümbrus Ux ( 
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Et kõik hulgad Ux on lahtised, siis topoloogia aksioomi T2( põhjal on ka 
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Teoreem 11.1. Hulga A sulund [A] on kõigi seda hulka sisaldavate kinniste hulkade ühisosa, st
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(siin 
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 on ruumi (X, () kõigi kinniste hulkade süsteem).

Tõestus. Tähistame B =
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 ja näitame, et B = [A]. Kõigepealt paneme tähele, et hulk B on kinnine (teoreem 9.1, omadus K2(). On selge ka, et B on vähim kinnine hulk, mis sisaldab hulka A (ta on kõigi selliste kinniste hulkade ühisosa).

   Kuna [A] on üks nendest kinnistest hulkadest, mis sisaldavad hulka A (teoreem 11.2 ja seos (11.1)), siis [A] ( B.

   Vastupidi, kui x ( B, siis x peab olema hulga A puutepunkt, st x ( [A]. Tõepoolest, vastasel juhul leidub selline x ümbrus U ( (, et U ( A = (. Siis täiendhulk 
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 on kinnine ja A ( 
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. Et B on vähim kinnine hulk, mis sisaldab A, siis B ( 
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. Kuna x ( 
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, siis ilmselt ka x ( B, mis on vastuolus punkti x valikuga. (
   Viimase teoreemi tõestusest selgus, et kehtib järgmine lause.

Lause 11.1. Hulga A sulund [A] on vähim kinnine hulk, mis sisaldab hulka A.

Teoreem 11.3. Hulk A on kinnine parajasti siis, kui ta ühtib oma sulundiga, st A = [A].

Tõestus. Kui A = [A], siis A on kinnine, kuna [A] on kinnine hulk (teoreem 11.1).

   Vastupidi, kui A on kinnine hulk, siis ta on ilmselt vähim kinnine hulk, mis sisaldab hulka A. Seepärast  A = [A] (lause 11.1). (
Järeldus 11.2. 
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   Tõepoolest, hulk [A] on kinnine ja seepärast ta ühtib oma sulundiga. (
§ 12*. Kuratowski operaator
Hulga sulundi võtmist topoloogilises ruumis (X, () võib vaadelda kui operaatorit cl: P(X) ( P(X), mis igale hulgale A ( X seab vastavusse tema sulundi cl A = [A]. Seda ope-raatorit nimetatakse Kuratowski operaatoriks. 

Teoreem 12.1. Topoloogilises ruumis (X, () on sulundi võtmise operaatoril cl: P(X) ( P(X) järgmised omadused:


C1(   cl ( = (;


C2(  A ( cl A;


C3(  cl(cl A) = cl A;


C4(  cl(A ( B) = cl A ( cl B
ehk teisiti kirjutatuna


C1(  [(] = (;     C2( A ( [A];     C3( 
[image: image23.wmf][

]

]

[

]

[

A

A

=

;     C4( [A ( B] = [A] ( [B].

Tõestus. C1( järeldub sellest, et ( on kinnine hulk ja teoreemist 11.3. C2( on seos (11.1). C3( on sama, mis järeldus 11.2. Seega jääb tõestada vaid C4(.

   Et A ( [A] ja B ( [B], siis A ( B ( [A] ( [B], kusjuures hulk [A] ( [B] on kinnine. Kuna sulund on vähim kinnine hulk, mis sisaldab antud hulka, siis [A ( B] ( [A] ( [B].

   Teiselt poolt, kui x ( [A] ( [B], siis x ( [A] või x ( [B]. Kui x ( [A], siis punkti x iga ümbrus U sisaldab hulga A punkte ning ammugi suurema hulga A ( B punkte, millest saame, et x ( [A] ( [B]. (
   Teoreem 12.1 on teatud mõttes pööratav: iga operaator cl: P(X) ( P(X), mis rahuldab tin-gimusi C1(– C4(, osutub sulundi võtmise operaatoriks mingis topoloogias.

Teoreem 12.2 (K.Kuratowski). Kui mittetühja hulga X korral on antud operaator cl: P(X) ( P(X), mis rahuldab tingimusi C1(–C4, siis hulgal X on olemas parajasti üks topo-loogia, mille suhtes operaator cl ühtib sulundi võtmise operaatoriga. Tekkinud topoloogilises ruumis kinniste hulkade topoloogiat 
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 moodustavad need hulgad F, mille puhul F = cl F.

Tõestus. Näitame, et süsteem 
 EMBED Equation.3  
[image: image25.wmf]t


 rahuldab kinniste hulkade põhiomadusi K1(– K3( (teoreem 9.1). Paneme tähele, et operaatoril cl on ka järgmine monotoonsuse omadus:


C5(  kui H ( G, siis cl H ( сl G.
Tõepoolest, siis G = (G \ H) ( H ning C4( põhjal saame, et


cl G = cl (G \ H) ( cl H, millest cl H ( сl G.
K1(.   Tingimus C1( ütleb, et ( (((. Et X ( cl X ( X, siis X = cl X, st X (((.
K2(.  Olgu antud hulkade F( ((( pere, kus indeks ( omandab väärtusi mingist hulgast (. Näitame, et 
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mis ütlebki, et 
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K3( Kui F1, F2 (((, siis C4( põhjal cl(F1 ( F2) = cl F1 ( cl F2 = F1 ( F2, mis ütleb, et  F1 ( F2 (((. Lõpliku hulga süsteemi(( kuuluvate hulkade puhul tuleb rakendada matemaa-tilise induktsiooni meetodit.  (
§ 13. Hulga raja

Lisaks § 11 toodud punktide liigitusele võib topoloogilise ruumi (X, () punkte veel mitmel viisil liigitada etteantud hulga A ( X suhtes.

Definitsioon 13.1. Punkti a topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse hulga A rajapunktiks, kui selle punkti iga ümbrus sisaldab nii hulka A kuuluvaid, kui ka mittekuuluvaid punkte, st


a ( U ( (  (  (U ( A ( () ( (U ( 
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( (). 

Hulga A kõigi rajapunktide hulka nimetatakse hulga A rajaks ja tähistatakse (A (kasutatakse ka tähistusi Fr A, bA ja ГА).

Definitsioonist järeldub, et hulga A rajapunkt on ühtlasi ka tema täiendhulga 
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 rajapunkt, mistõttu (A = (
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.

Definitsioon 13.2. Punkti a topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse hulga A isoleeritud punktiks, kui a ( A ja leidub selline punkti a ümbrus U, milles pole ühtegi teist hulga A punkti peale a, st U ( A = {a}.

   Hulga A kõigi isoleeritud punktide hulka tähistame Ais.

   On selge, et hulga A isoleeritud punkt on alati ka tema rajapunkt, st  Ais ( (A. Ent hulgal võib olla ka mitteisoleeritud rajapunkte.

Näide 13.1. Eukleidilise ruumi R1 osahulkade A = (a; b), B = [a; b] (kus a < b) ja N = {0; 1; 2; …} puhul saame, et

(A = (B = {a; b}, Ais = Bis = (, (N = Nis = N.

Näide 13.2. Joonisel 13.1, a) on kujutatud üks tasandiline hulk A, joonisel 13.1, b) aga selle raja eukleidilises ruumis R2 (punkt P ( A on hulga A isoleeritud punkt).
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Joonis 13.1

Teoreem 13.1. Kui A on suvaline hulk topoloogilises ruumis (X, (), siis

1(    (A ( [A] ;

2(  (A = [A] ( 
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3(     (A = [A] \ 
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4(     (A ( 
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5(  [A] = A ( (A =
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 = [A] \ (A;

7(   hulk A on kinnine parajasti siis, kui (A ( A;

8(     hulk A on lahtine parajasti siis, kui A ( (A = (.

Tõestus. Omadus 1( järeldub raja- ja puutepunkti definitsioonidest 13.1, 11.1.

Omadus 2( järeldub sellest, et hulga rajapunkt on puutepunktiks nii hulgale kui ka tema täiendhulgale. 

Rajapunkti definitsioonist järeldub ka, et ta on selline puutepunkt, mis ei ole hulga sisepunkt, mistõttu kehtib ka omadus 3(.

Omadus 4( järeldub raja- ja sisepunkti definitsioonidest (või omadusest 3().

Ülesanne. Tõestada ülejäänud omadused 5( ( 8(. (
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