II. TOPOLOOGILINE RUUM. HULGAD TOPOLOOGILISES RUUMIS

§ 7. Topoloogiline ruum
Diskreetse matemaatika kursusest on teada, et n-elemendilisel hulgal X = {x1; x2; …; xn} on täpselt 2n osahulka (nende seas on ka X ja (). Lõpmatu hulga X puhul on hulgal X lõpmata palju osahulki. Küll aga omab mõtet hulga X kõigi osahulkade hulk, mida tähistatakse sümbo-liga P(X) või sümboliga 2X. 

   Meetrilise ruumi (X, d) puhul tema kõigi lahtiste hulkade süsteem (d kujutab endast süsteemi P(X) teatud alamsüsteemi, st (d ( P(X). Üldistame nüüd meetrilise ruumi mõiste, võttes alu-seks teoreemis 3.1 loetletud lahtiste hulkade süsteemi põhiomadusi L1( – L3(.

Definitsioon 7.1. Hulka X nimetatakse topoloogiliseks ruumiks, kui selles on välja eraldatud niisugune osahulkade süsteem (, et on rahuldatud järgmised nõuded:

   T1(  X ( (, ( ( (;

   T2(  mistahes hulkade G( ( ( puhul, kus indeks ( omandab väärtusi mingist hulgast ( (lõplikust või lõpmatust), alati kehtib seos 
EMBED Equation.3
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Süsteemi ( nimetatakse topoloogiaks, selle elemente, st hulki G ( (, aga lahtisteks hulkadeks. Omadusi T1( – T3( nimetatakse topoloogia aksioomideks.
   Seega omadused T1( – T3 ütlevad vastavalt järgmist:

T1(  X ja ( on lahtised hulgad;

T2(  mistahes hulga lahtiste hulkade ühend on lahtine hulk;

T3(  lõpliku hulga lahtiste hulkade ühisosa on lahtine hulk.

   Kui hulgal X on antud mingi topoloogia (, siis tekkinud topoloogilist ruumi tähistatakse (X, ().

Näide 7.1. Teoreem 3.1 ütleb, et meetrilise ruumi (X, d) kõigi lahtiste hulkade süsteem (d rahuldab topoloogia aksioome. Seepärast meetriline ruum (X, d)  on vaadeldav ka topoloogilise ruumina (X, (d). Topoloogiat (d nimetatakse meetrilise ruumi (X, d) loomulikuks (ehk meetri-kaga määratud) topoloogiaks.

Näide 7.2. Diskreetne meetrika D hulgal X (näide ), mille järgi on lahtiseks hulga X iga osahulk, määrab topoloogia ( = P(X). Seda topoloogiat nimetatakse maksimaalseks ehk diskreetseks topoloogiaks hulgal X.

Näide 7.3. Olgu X suvaline hulk ja ( = {X; (}. Aksioomid T1( – T3( on rahuldatud ka sellise süsteemi ( korral. Seda topoloogiat nimetatakse minimaalseks ehk antidiskreetseks topoloo-giaks hulgal X.

Näide 7.4. Olgu X = {a; b} – kaheelemendiline hulk. Selle hulga korral on olemas neli erinevat võimalust topo-loogia määramiseks: 1) (1 = P(X) (diskreetne topoloogia); 2) (2 = {X; (} (antidiskreetne topoloogia); 3) (3 = {X; (; {a}}; 4) (4 = {X; (; {b}}. Ülesanne. Kontrollige, et topoloogiate (3 ja (4 korral on aksioomid T1( – T3( tõesti rahuldatud.

Näide 7.5. Olgu X = R ja koosnegu ( kõikidest arvuhulkadest G, mille iga punkt x kuulub selle hulka koos teatava parempoolse ümbrusega, st leidub ( > 0, nii et [x; x + () ( G. Selliseid ümbrusi kasutatakse ühepoolsete piirväärtuste käsitlemisel. Saab näidata, et ( on tõepoolest topoloogia. Seda topoloogiat nimetatakse parempoolseks topoloogiaks arvsirgel, tekkinud topoloogilist ruumi aga tähistatakse (R, () ja nimetatakse Sorgenfrey nooleks. Analoogiliselt võib vaadelda “vasakpoolset” Sorgenfrey noolt (R, ().

Ülesanne. Tõestage, et näites 7.5 kirjeldatud arvuhulkade süsteem ( rahuldab topoloogia aksioome.

§ 8. Topoloogiline alamruum
Topoloogilise ruumi (X, () osahulgal E ( X võib üldiselt defineerida mitu erinevat topoloo-giat, muutes seega ka hulka E topoloogiliseks ruumiks. Ent nende topoloogiate seas on üks, mis on kõige tihedamini ja kõige loomulikumal viisil seotud ümbritseva ruumi X topo-loogiaga. Nimelt, vaatleme järgmist hulga E osahulkade süsteemi (joonis 8.1)


(E = {G ( E | G ( (}.



X





Joonis 8.1

Näitame, et (E on topoloogia hulgal E. Selleks kontrollime, kas on täidetud topoloogia aksioo-mid T1( – T3(.

T1(. E ( (E, sest hulk E esitub kujul E = X ( E, kusjuures X ( (. Samuti ( = ( ( E ja ( ( (, mistõttu ( ( (E.

Omaduste T2( ja T3( kontroll on sarnased ja piirdume vaid aksioomi T3( juhuga. Olgu G1, G2, … , Gk ( (E ning tähistame 
EMBED Equation.3
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Gi = Gi( ( E, kus Gi( ( (, i = 1, 2, …, k.

Seepärast G = 
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   Saadud topoloogiat (E nimetatakse indutseeritud topoloogiaks hulgal E, tekkinud topoloo-gilist ruumi (E, (E) aga topoloogilise ruumi (X, () alamruumiks. Alamruumis (E, (E) on lah-tised parajasti need osahulgad, mis esituvad ümbritseva ruumi (X, () teatud lahtise hulga ja hulga E ühisosana.

  Selliselt saab defineerida näiteks indutseeritud topoloogiat eukleidilise tasandi või kolme-mõõtmelise ruumi mistahes osahulgal (ehk kujundil). Seepärast eukleidilise tasandi või ruumi igat osahulka võib samuti vaadelda topoloogilise ruumina.

§ 9. Kinnised hulgad topoloogilises ruumis

Topoloogilise ruumi (X, () kinnise hulga mõiste võib defineerida täiesti analoogiliselt meetri-lise ruumi (X, d) juhuga (vt § 5).

Definitsioon 9.1. Hulka F topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse kinniseks hulgaks, kui tema täiendhulk CF = 
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 = X \ F on lahtine, st 
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Näide 9.1. Hulgas X diskreetse topoloogiaga ( = P(X) on iga hulk A kinnine. Tõepoolest, ruumis (X, t) on iga hulk lahtine (§ 3, näide 3.2) ja seega täiendhulk 
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 on alati lahtine.

   Tähistame topoloogilise ruumi (X, () kõigi kinniste hulkade süsteemi sümboliga (( .

Teoreem 9.1. Topoloogilise ruumi (X, () kõigi kinniste hulkade süsteemil(( on järgmised omadused:

K1(  ( ((( , X (((  (tühi hulk ( ja kogu ruum X on kinnised);

K2(  Mistahes hulga kinniste hulkade ühisosa on kinnine hulk, st hulkade F( ((( puhul, kus indeks ( omandab väärtusi mingist hulgast ( (lõplikust või lõpmatust), alati kehtib seos 
EMBED Equation.3
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K3(  Lõpliku arvu kinniste hulkade F1, F2, … , Fk ühend 
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kui F1, F2, … , Fk (((, siis ka 
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Tõestus on sama, mis teoreemi 5.1 korral.  (
   Kinniste hulkade süsteemi(( topoloogilises ruumis (X, () nimetatakse kinniste hulkade topoloogiaks. Topoloogilist ruumi võib defineerida ka kinniste hulkade abil kui niisugust hulka X, milles on välja eraldatud tingimusi K1( – K3( rahuldav osahulkade süsteem((. Sel juhul lahtisteks nimetatakse neid hulki G, mille täiendhulk 
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 on kinnine, st 
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§ 10. Hulga sisemus topoloogilises ruumis

Olgu  (X, () topoloogiline ruum.
Definitsioon 10.1. Topoloogilise ruumi (X, () punkti a ( X (lahtiseks) ümbruseks nimetatak-se mistahes lahtist hulka U, mis sisaldab punkti a, st a ( U ( (.

Märkus. Mõnikord vaadeldakse punkti üldisemaid ümbrusi: hulka V nimetatakse punkti a ümbruseks, kui leidub selline lahtine hulk U, nii et a ( U ( V. Meie piirdume vaid lahtiste ümbrustega ja edaspidises käsitluses termin ümbrus tähendab alati lahtist ümbrust (nagu definitsioonis 10.1).

Definitsioon 10.2. Punkti a nimetatakse hulga H sisepunktiks, kui see punkt kuulub hulka H koos teatava ümbrusega, st leidub selline U ( (, et a ( U ( H.
Definitsioon 10.3. Hulga A kõigi sisepunktide hulka nimetatakse hulga A sisemuseks ja tähis-tatakse 
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 või Int A (inglise k. interior – sisemus).

   Definitsioonist 10.2 järeldub koheselt, et
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(10.1)

Teoreem 10.1. Hulga A sisemus 
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 on kõigi selles hulgas sisalduvate lahtiste hulkade ühend, st
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(10.2)

Tõestus. Tähistame B =
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 ja näitame, et B =.

Kui x ( B, siis x kuulub vähemalt ühte hulka B moodustavatest liidetavatest, st et leidub niisu-gune U ( (, et x ( U ( A, seega x (
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   Vastupidi, kui x (
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, siis leidub selline U ( (, et a ( U ( A, st x kuulub ühte hulka B moodustavatest liidetavatest. Seega x ( B ning 
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Järeldus 10.1. Iga hulga A sisemus 
[image: image25.wmf]o

A

 on lahtine hulk.

   Tõepoolest, see järeldub teoreemist 10.1 ja topoloogia aksioomist T2(.  (
Järeldus 10.2. Hulga A sisemus 
[image: image26.wmf]o

A

 on suurim lahtine hulk, mis sisaldub hulgas A, st
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 ( G ( A)  (  G = 
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   Tõepoolest, seostest G ( ( ja G ( A järeldub, et niisugune hulk G on üks nendest hulka-dest, mille ühendamisel moodustub hulk 
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 (teoreem 10.1). Seega G (
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 ning koos eeldusega see annabki, et G = 
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Teoreem 10.2. Hulk A on lahtine parajasti siis, kui ta ühtib oma sisemusega, st A =
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Tõestus. Kui hulk A on lahtine, siis ta on ka suurim hulgas A sisalduv lahtine hulk ning järel-duse 10.2 tõttu A =
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  Vastupidi, kui A =
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, siis tänu sellele, et 
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Järeldus 10.3.  
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   Tõepoolest, hulk 
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 on lahtine, mistõttu ta ühtib oma sisemusega.  (
Näide 10.1. Eukleidilises ruumis R1 on lõigu [a; b] sisemuseks vahemik (a; b).

Näide 10.2. Joonisel 10.1, a) on kujutatud üks tasandiline hulk A, joonisel 10.1, b) aga selle sisemus eukleidilises ruumis R2.
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Joonis 10.1

  Hulga A sisemuse 
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A

 = Int A  võtmist võib vaadelda kui operaatorit Int: P(X) ( P(X). Selle operaatori omadusi kirjeldab järgmine teoreem.
Teoreem 10.3. Topoloogilises ruumis (X, () hulga sisemuse võtmisel on järgmised omadused:


1) Int X = X;


2) Int A ( A;


3) Int(Int A) = Int A;


4) Int(A ( B) = Int A ( Int B.

   Esimesed kolm omadust on eespool juba tõestatud (seletage, miks). Neljanda omaduse tõestuse leiab raamatus [], lk 21.

Märkus. Omaduse 4 võrduses ei saa ühisosa asendada ühendiga. Kehtib küll seos


Int A ( Int B ( Int(A ( B),

kuid võrdust siin ei pruugi olla, nagu selgub järgmisest näitest.

   Vaatleme eukleidilises ruumis R1 hulki A = [a; b] ja B = [b; c], kus a < b < c. Siis 
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= (b; c), A ( B = [a; c], Int(A ( B) = (a; c), kuid hulk 
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 ei sisalda vahemiku (a; c) punkti b.
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